MODULO 3

EJE TEMATICO DE ESTA SEMANA: Algebray funciones

CONTENIDOS CURRICULARES:

Raices cuadradas y cubicas — Operatoria con raices — Racionalizacion - Ecuacién cuadrética -
Funcion cuadrética

Comencemos €l estudio de las raices, haciéndonos la siguiente pregunta: Si el area de un cuadrado
es 15 cm?, ¢cudl essu drea?

Para responder a esto, debemos encontrar un nimero cuyo cuadrado es 15, este nimero se
denominaraiz cuadrada de 15y es aproximadamente 3,8729.

Ja=b="h?= g |

Si generalizamos |o anterior podemos afirmar que:

Si a es un numero positivo, entonces b es positivo; por lo tanto ‘J@ =3 y no 3como

I|I 2
errdneamente se cree. Por otro lado, laigualdad: AT =R e cumple solo s x>0, yaque s

2
tenemos ”-J'(_B) esto no esigual a —3, ya que seria contradictorio con lo anterior. Por |o tanto, la
_ x? = || _
propiedad es: (paracuaquier valor real dex).

S enlaraiz: NE , & €s negativo, entonces laraiz no esun nimero real. Si laraiz es cubica, tenemos
- I _
que: Ya=b=b*=a

En este caso, S a es negativo, b resulta ser negativo y si a es positivo, b también; por lo tanto, la
raiz cubica esta definida para todo nimero real.

En general, las raices se pueden definir mediante una potencia de exponente fraccionario:

Definicion:

o
@ = 3" donde n se denominael indice de laraiz; como vimos anteriormente, cuando este no
aparece se entiende que es dos (raiz cuadrada).
Ladefinicion esta sujeta alas restricciones que vimos en €l parrafo anterior: es decir, las raices de
indice par estan definidas para nUmeros no negativos y las de indice impar estén definidas paratodo
ndmero real.

Debido a que las raices pueden convertirse a potencias de exponente fraccionario, cumplen con
todas las propiedades de potencias que estudiamos en el modulo anterior; de estas se pueden
deducir las siguientes propiedades de raices:

1) Multiplicacion de raices de igual indice:

Yz ob = yfab

2) Division deraices deigual indice:

Ya_ =
R [

3) Raiz deraiz:

4) Raiz de una potencia cuyo exponente esigual a indice:



Va' = a
5) Propiedad de amplificacion:
Ve = "yam
6) Ingreso de un factor dentro de unaraiz:

&b = ¥ab

(conlarestriccion que a>0si nespar)

Observacion: |as propiedades anteriores son validas solamente en e caso de que las raices estén
definidas en los nUmeros reales.

V eamos a continuacion la demostracion de algunas de | as propiedades, para que veas su analogia
con las propiedades de las potencias:

Demostracién de (1):
LR 1
Wa - ib=a b= (ab)n =&k

Demostracion de (5):

nar — aﬁ — aﬁ — nm.'arm

Demostracién de (6):

/5 - 3 46 - 45

Adicion y sustraccion deraices semejantes

Se llaman raices semeg antes aquellas que tienen la misma cantidad subradical. Por

gemplo, 245y 745 son raices semejantes y se pueden sumar y/o restar:
En el caso de querer sumar o restar raices no semejantes, se debe descomponer las cantidades
subradicales para convertirlas a raices semejantes.

Ejemplo:

VI8 - 50 +472 =

Descomponiendo | as cantidades subradicales en forma conveniente:

8 —B0 +472 =0 2 25 2 436 2 = 32 - 52 + 62 = 42
Multiplicacién y division deraices deigual indice

En este caso aplicamos las propiedades 1 y 2 de lasraices.

Ejemplo:

820 =
Descomponiendo | as cantidades subradicales:
Multiplicacién y division deraices de distinto indice.

En este caso es conveniente utilizar la propiedad de amplificacion paraiguaar indices.



Ejemplo:

&
L

El m.c.m. delosindices es seis, entonces amplificamos paraigualar los indices aseis:
&3 3
42 2
— — &= _ B
ghz Y22 2

Laracionalizacién consiste en eliminar | as raices que se encuentran en € denominador de una
fraccion.

Analizaremos a continuacion los casos mas importantes:
Caso 1: unaraiz cuadrada en el denominador, sin adiciones ni sustracciones.
Ejemplo:

4
Racionalizar: V2

Amplificamos lafraccion por‘ﬁ:

4 _ 4Pk «fi
F-F 6 2 S

Caso 2: unaraiz cuadrada en el denominador, con adiciones o sustracciones.

Ejemplo:

Raciondlizar:

Amplificamos lafraccion por 2+ ""'Fz_ paraformar en el denominador una suma por su
diferencia

4 4.(2+42) 4(2+()
BTG BGB . P2 2 @nRsda

Caso 3: unaraiz cubicaen el denominador, sin adiciones o sustracciones.
Ejemplo:

4 =
Racionalizar: EE

i

4 _ a2 _aE _4 ¥
ERE & 7

Amplificamos lafraccion por

Una de las aplicaciones de la racionalizacién es que nos permite ordenar fracciones que tengan
raices en el denominador.



Ejemplo:

Ordenar de menor a mayor las siguientes fracciones:

z 1 3
Ho= s Y= ; 25

N 142 NI
Racionalizamos cada una de | as fracciones:

2 2P gzﬁ

CETEE 2

_ b 14 1= s
Y_1+~"§_(1+~E)-(1-J§)_ -1 =¥2-1
3 362+

‘@—1'(@—1)-@“)'3'@”)

Delo anterior sededuce que: y <x <z

Una ecuacion irracional es una ecuacion gue tiene laincognita en alguna cantidad subradical. Para
resolverla, se deben tratar de eliminar las raices que aparezcan. Después de obtenido el valor dela
incognita, se debe comprobar reemplazando este valor abtenido en la ecuacion original.

Ejemplo:

Resolver laecuacion: ¥1 +v2x -1 =2

Primero elevamos al cuadrado a ambos lados de la ecuacion, paraeliminar laraiz exterior:

WL+ -1 =2 ()2

1+42% -1 =4  despejamos la raiz que queda;
N2x-1=3 /()?

2x-1=9

x=5

Comprobando en la ecuacion original, tenemos:

Jl+4Z 5-1=41+0=d=2

Por lo tanto, x=5 es solucion de la ecuacion.

Ejemplo:

JT+x-2=%-3

Elevamos al cuadrado a ambos lados de |a ecuacion:

i+ —2=Ax-3/(F

|:'J1T—2f|2=><—3
l+x-dfl+x+4=x-3
—4fl +x =-8
M+x=2/ ()
l+x=4

=23

Comprobando en la ecuacion original, se obtiene:

M+ 3-2=-43-3

Lo que es correcto, por |0 tanto x=3 es solucion de la ecuacion.



Una ecuacion cuadrética es de laforma: ax®+bx+c=0 (con a* 0). Pararesolverla existen diferentes
métodos, que revisaremos através de a gunos g empl os.

Por factorizacion

Resolver la ecuacion: x* - 12x - 28 = 0.

Factorizamos el trinomio, buscando dos nimeros que multiplicados den —28 y sumados den —12;
estos son: -14 'y 2, por lo tanto lafactorizacion es:

x-14)(x+2)=0.

De aqui se deduce que las solucionesson x = 14y x = -2.

Utilizando la férmula

Pararesolver la ecuacion cuadrética: ax*+bx+c=0 (con a® 0), podemos utilizar la siguiente formula:

b+ b7 - dac

2a

o=

Ejemplo:

Resolvamos |a siguiente ecuacion:
x? —10x +24 = 0.

En estaecuacion: a=1; b=-10y ¢ = 24 ; reemplazando en laférmula, obtenemos:

L, 10E\(-10)°-4.1.24 1042
2.1 2

Porlotantox=60x =4

Por completacién de cuadrados
Ejemplo:

Resolver la ecuacion: x*—6x + 8=0

Con los términos x° y —6x podemos formar el cuadrado de binomio:
(x - 3)°

Pero nos faltariael nimero 9, por lo tanto sumaremos 9 a ambos lados de la ecuacion paraformar e
cuadrado de binomio:

X>—6x+8=0 /+9
x*—6x+9+8=9
(x-3)%+8=9
(x-3)2=1

Por lo tanto, x -3=1 6 x —3 = -1, de lo que se deduce que:
X=46x=2

En el primer médulo vimos algunas resol uciones de problemas utilizando ecuaciones de primer
grado. Ahoraveremos agunos problemas cuyo planteo conduce a una ecuaciones cuadréticas.
Ejemplo:

Un numero entero cumple con que € cuadrado del antecesor de su doble equivale a su cuadrado
aumentado en 5.

Sea x € nimero entero, € enunciado se traduce en:
(2x-1)*=x* +5.

Ordenando y reduciendo, se obtiene la ecuacion cuadrética:



3X2—-4x—-4=0.

Utilizando laformula, cona=3,b=-4y c=-4

H

_ b+ b7 - dac 4+ J16-4.3.(-4) 4%8
- 25 - 6 6

Ejemplo:

Un tridngul o tiene un &rea de 24 cm? y la alturamide 2 cm més que la base correspondiente.
¢Cuanto mide laaltura?

Seax labase, entonces su alturaes x+2, y su &rea es:

KK+ 2)
Laecuacion queresuelve el problemaes. 2

=24
Ordenando e igualando a cero, obtenemos la ecuacion:
x2+2x-48=0.

Factorizando: (x-6)(x+8) =0 x=606x =-8

Como x es unalongitud, debe ser positiva o cero, por lo tanto x = 6y laaturamediria8 cm.

Hemos visto que |as soluciones de la ecuacion cuadrética: ax*+bx+c=0 (con a* 0) se pueden obtener
através delasiguiente formula:

b +b?% - dac
28

La cantidad subradical: D = b*4ac se llama discriminante, la cual nos permite determinar € tipo de
soluciones que tiene la ecuaci én cuadrética.

o=

Si el discriminante resulta ser negativo estariamos calculando laraiz de un nimero negativo, por 1o
tanto las soluciones no serian nimeros reales. Si e discriminante es cero las soluciones serian
iguales, y s es positivo las soluciones serian dos nimeros reales y distintos.

Resumiendo:

A | tipos de soluciones

= no reales
0 | reales e iguales
+ | reales y distintas

Ejemplo:
¢Cuédnto debe valer p, para que |as soluciones de la ecuacion x* — (p+3)x + 9= O sean redles e
iguales?

Como las soluciones son reales e iguales el discriminante debe ser cero:
b?—4ac=0 = (-(p+3))’~4'1°9=0 =p”*+6p—-27=0.
Factorizando: (p+ 9)(p-3)=0= p=-96p=3.

Sean X, Y X, son las soluciones de la ecuacion: ax’+bx+c=0 (con a* 0), y supongamos que:

_ b +k? - dac v e b - b* - dac
! 23 z 25

Por o tanto, la suma de | as soluciones es;

-+ +/b? - dac . b - ? —dac _ —2b _ b

23 23 Za 3

My + Ky =



y €l producto de las soluciones es:
N [—b+M]_ [—b-M]z (b?-(b*-4ac)) _ dac _c
L 2a 2a 47 4a°  a
Es decir, podemos obtener atravées de los coeficientes de la ecuacion la sumay lamultiplicacion de
las soluciones, sin tener que resolverla.

Resumiendo:

Si X, Y X, son |as soluciones de |a ecuaci6n ax*+bx+c=0 (con a* 0), entonces:

-
}{1+K2=E v

Una funcion cuadrética es de laforma: f(x)= ax*+bx+c y su gréficaes una pardbola. Unadelas
aplicaciones de lafuncion cuadratica es la atura h(t) que alcanza un objeto después de t segundos,
cuando es lanzado verticalmente hacia arriba con unarapidez inicia v,

H(tY = v b - %gt2
Si suponemos que lavelocidad inicial es10 m/sy que la aceleracion es 10 m/s, entonces la altura

es: h(t) = 10t — 5t°. Si nos damos algunos valores parat, obtenemos:

Si graficamos esta funcion, obtenemos aproximadamente el siguiente gréfico:
htk
5

2,75

ol 1152 T

Lainterseccion con el ge delas abscisas (g€ horizontal) se obtiene reemplazando h(t) = 0enla
funcion:

h(t) = 10t — 5t°
0= 10t — 5t%, factorizando: 5t(2 - t) = 0, obtenemost =06t = 2.

Interpretando fisicamente |o anterior, podemos afirmar que alos 0y 2 segundos la altura del objeto
es cero, es decir, estaen e suelo.

Por otro lado, se puede observar en el gréafico que a 1 segundo se encuentrala méxima atura. Si
reemplazamos h = 1 en la funcién, obtenemosh(1)= 10 1-5"1°=5m.

El punto donde se alcanza e valor méximo de la funcidn se denomina vértice.

Analicemos a continuacion, en forma general, las caracteristicas del grafico de unafuncién
cuadrética:

Elementos principales del gréfico delafuncién cuadratica
Sealafuncion cuadrética: f(x)= ax’+bx+c, sus elementos y caracteristicas principal es son:
Concavidad

Si a> 0, lapardbola se abre hacia arriba:

|V

Si a< 0, lapardbola se abre hacia abgjo:



A

I nterseccién con gey

Sealafuncion cuadrética: f(x)= ax’+bx+c, cuando su gréficaintercepte el gje y debe acontecer que
x = 0. Si reemplazamos en la ecuacién, obtenemos:

y=a 0°+b 0+c y=c, porlotantolainterseccion con & gex ese punto (0,c).

v

(0,0}

I nterseccidn con gex

Cuando la gréficaintercepte el gje x, debe ocurrir quey = 0. Si reemplazamos en la ecuacion,
obtenemos:

0= ax’+bx+c, por lo tanto |as intersecciones de la funcién cuadrética con € ge x se obtienen
resolviendo las ecuacion de segundo grado.

Como las soluciones dependen del signo del discriminante, tenemos que:

Si D <0, laecuacion no tiene soluciones reales, por o tanto la parébolano cortael gje x.
Si D=0, la ecuacién tiene soluciones realesiguales, por |o tanto la parébola es tangente al
gex.
Si D > 0, laecuacion tiene soluciones reales y distintas, por lo tanto la parabola corta en dos
puntos al gex.

Si juntamos | o visto hasta ahora, tenemos las siguientes posibilidades:

A=0 A=10 A=
_— o i 5 ] 1 7
=0 -2_:_ =
= I L) i i 7 T
Vértice
El vértice de la parébola de ecuacion: y = ax’+bx+c ese punto:
A
W —, —
Z2a da
S a> 0, enlaordenada del vértice se encuentra el minimo de lafuncion:
7
—4
da
-
- H

2a



S a< 0, enlaordenada del vértice se encuentra el maximo de lafuncion;

vh
-4
da
I —b \ T
23

Traslacion del gréfico dela funcién cuadrética

Lagréficade lafuncién cuadrética: y = x° es:
vh

B ]

X

Observemos a continuacion como es afectada la gréfica cuando sumamos o restamos una constante
alavariable independiente (x) o alavariable dependiente (y).

Gréficodey =x*+ 1
v

2-10 1 2 3 %

El gréfico dey = x? se traslada una unidad hacia arriba

Gréficodey =x*—1
vA

T

-
0 X

El gréfico dey = x? se traslada una unidad hacia abgjo.
Gréfico dey = (x —1)?
vk

! f
| /
\ /

Y /

-2i-L 0 B3 =
-1

El gréfico dey = x* se traslada una unidad haciala derecha.

Gréficodey = (x + 1)?
vk

| {
\ /
\ /

) /
=z

-2 -1 0 2
=1

El gréfico dey = x? se traslada una unidad hacialaizquierda

P
ks

Ejemplo:



Graficar lafuncion: y = (x — 1)%+2.

Seguin lo visto anteriormente, el gréfico corresponde a unatraslacion delagréficadey = x?, un
lugar ala derechay dos unidades hacia arriba.

g
! /

} /
\ /

X"

El gréfico delafuncion raiz cuadrada es:

v 4

2
1

—

u] vl

1 2 3 4 5 e

A estagréficale podemos aplicar las trad aciones horizontales, tal como lo hicimos alafuncion: y =
2
X

Por gjemplo, d gréficode ¥ = V¥ . corresponderiadl gréficode ' - A '

Tradladado una unidad ala derecha:

v

Recopilado por www.geolay.com , fuente educarchile.




