Olinyriadas Internarionales
Problemas Resueltos N°© 9 2006

Problema 1

Empezamos con un problemita de Geometria, donde se combina con los conocimientos de tri-
gonometria. A mi me gusté mucho.

Sea un triangulo ABC; D un punto en AB y E un punto en AC tal que DE y BC son para-
lelas y DE es una tangente al incirculo de ABC. Probar que: 8DE < AB + BC + CA.
Fuente: 1998-1999 Olympiad Correspondence Problems — Set 2 — Problema 11

Solucién
Sea r el inradio y 2a, 28 y 2y los angulos respecti-
vos A, By C. Entonces: DE = r (tanp+ tany),BC =r
(cotp+ coty)

AB + BC + CA = 2r(coto+ cotp+ coty) = 2r

cotocotfcoty

Ahora: coto, = tan(p+ y) =_tanf +tany
1-tang.tany

para que: tanp+ tany = cota[1 - tanptany] y DE = rcota[1 - tanf.tany].

Sea t = tanftany. Entonces 8DE < AB + BC + CA es equivalente a: 4 - 4tanf tany <
cotp coty, lo cual a su vez es equivalente a: 4t? - 4t + 1 = (2t - 1)? > 0 Asi, el resultado
se establece una vez que verificamos que el producto de las cotangentes de los angulos
gue suman 90° es igual a la suma de las mismas cotangentes. Pero, si a+ g+ y = 90,
entonces:

sen(a + ) L oSy

cota +cot g +coty =
sena.senf  seny

seny + sena.sen cos(a + f) + sena.sen COS & COS
— cosy|SeNy tsenasenf | _ (@+ /) B cos L
sena.senp.seny sena.seng.seny sena.seng.seny

= cot a.cot g.cot y

Solucion: Traducida y adaptada por Aldo Gil C.

Problema 2
Suponer A,B y C son enteros positivos tales que: 24 — A+ 1 . Hallar el valor de:
A+2B+3C

Fuente:Round of the Britsh Columbia -2000-Problema

Solucién
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Me gustd la solucién ingeniosa de este
sencillo problema, veamos:

Como B y C son enteros positivos, vemos

>1, por lo tanto su recipro-

que B +
C+1

co es menor que 1. Por lo tanto A repre-

senta la parte entera de 24/5; esto es

A=4. Entonces nos queda: 4 _ 1
5 B+ 1
C+1
65_g,_ 1 .
4 C+1

Con el mismo razonamiento anterior ve-
mos que B es la parte entera de 5/4; por
lo tanto B=1. De aqui es facil deducir el

valor de C con la ecuacion: 1 __1 |
4 C+1

Despejando C=3.
Luego nos piden: A+2B+3C=
4+2(1)+3(3)= 15.

Una solucién bastante filosofada eh!!!

Soluciéon: Descubierta, traducida y adaptada por Aldo Gil C.

Problema 3

Resolver la ecuacion: , % 91
x?-1 60

Solucién

Sea x = sec A, esto implica que:
X -1

= cosec A- ¢Como?

Nuestra ecuacién queda asi: sec A — cosec A = o1

—60(sen A — cos A) = 91 sen A. cos A.
= 3600(1-2senA.cosA)=8281sen2A.cos2A
Sea p= 2sen A cos A= sen 2A.

= 14400(1-p)=8281p>

= 8281p°+14400p-14400=0

= p=120/169

El valor negativo de p es rechazado ¢Por

qué?

60
=>sen 2A = 120
169
2
—=>CO0S2A =4 [1_ 120 =4 119
169 169
—>2C0S2A-1=+ g
169
:>c052A=275 o ﬂ
169 169
—=>cos A=+ S * 12
13 13

Como x= sec A, entonces xziE 6 J_rE. Chequeando los valores en la ecuacion,
5

vemos que solo se cumple para x=-13/12 y

para x=13/5 (Dos soluciones)
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Comentario: Realmente las ecuaciones deben ser tratadas como tales, pero este artificio trigo-
nométrico realmente me encanto, eso si, averigiien ese par de pasos que quedaron pululando
en el aire. Lindo ¢eh?

Solucion: Descubierta, traducida y adaptada por Aldo Gil C.

Problema 4

Dos amigos pactan un encuentro para almorzar entre las 12:00 y 13:00 h. Algunos dias
después, ambos tienen problema para el momento exacto, mas ninguno de ellos desis-
te de ir al encuentro y resuelven ir en forma aleatoria sin ponerse de acuerdo, siempre
entre las 12:00 y las 13:00 horas. Si cada uno decide esperar como maximo 10 minu-
tos. (Cual es la probabilidad de que almuercen juntos ese dia? (ellos no tiene teléfono
celular!!!)

Fuente: Ojesed Mirror 09 de Mayo de 2006 — Lista OBM - Problema de almuerzo

Solucién
Siendo 60 minutos el intervalo de llegada y 10 minutos el tiempo de espera para ambos

tenemos:

La probabilidad de que no se encuentren es (606_010)2 = 69,44%

La probabilidad de que se encuentren es 1-69,44% = 30,56%

Para detalles, vea la pagina 35 del libro de Papoulis que explora bien este tema.
Comentario: No me parece de buen gusto que a la hora del almuerzo nos pongamos a jugar con
probabilidades, yo estaria pensando en el bife de carne o la chuleta de cerdo; pero en fin cada
loco con su tema

Soluciéon: Traducida del portugués y adaptada por Aldo Gil C.

Problema 5

Un boleto de Metro, que tiene seis digitos, se considera “numero de la suerte”, si sus
seis digitos son diferentes y sus tres primeros digitos suman lo mismo que los tres al-
timos (Un nimero tal como 026134 es “nimero de la suerte”). Demuestre que la suma

de todos los “numeros de la suerte” es divisible por 2002.

Solucién 1
En principio podemos deducir lo siguien- Si tomamos cualquier numero de la suer-
te: te, por ejemplo 236407, siempre va a

tener uno que tiene sus cifras invertidas,
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tomandolas de a 3, o sea le corresponde-
ria al anterior el 407236.Si sumamos
ambos numeros 236407+407236, siem-
pre nos da un numero que es multiplo de
1001.Por lo tanto si podemos probar que
la cantidad de numeros de la suerte es
par, sera mdltiplo de 2002 la suma de
todos ellos.

Evidentemente el total de nimeros de la
suerte es par, porque como dije antes,
cualquier nimero tiene su inverso.
Ampliando un poco mas, dados 6 nume-
ros diferentes que sean numero de la
suerte, existen 6 permutaciones para los
primeros 3 nimeros y 6 para los ultimos

Solucion: Pablo Adrian Sussi

3 0 sea 36 combinaciones para esos 6
nuameros, a estos hay que multiplicarlos
por 2, porque los 3 de adelante pasan a
estar atras y viceversa, quiere decir que
para cada 6 numeros distintos que cum-
plen con el requisito de ser nUmero de la
suerte existen 72 combinaciones de for-
mas distintas. Cualquiera que sea el nu-
mero de veces que se pueden hallar 6
numeros distintos que cumplan con el
requisito, en 72 combinaciones aparecera
12 veces cada uno al final, por lo tanto
cualquier nimero multiplicado por 12 da
par, y la suma de todos pares multiplos
de 1001, es mdaltiplo de 2002.

Solucién 2

Esta es una brillante soluciéon que no se pue-
de dejar pasar, sobre todo por ser académica
Si xyzrst es un nimero de la suerte
(segun la definicion dada), también lo es
todo aquel nimero cuyas tres primeras
cifras sean una permutaciéon de xyz y
sus tres dltimas cifras una permutacion
de rst.

Sea N=abcdef, un numero de la suerte
fijado cualquiera (que sabemos existe), y
vamos a calcular la suma S, de todos los
numeros de la suerte que tengan las
mismas tres primeras cifras y las mismas

tres ultimas cifras.

Denoto por Sgpe, la suma de todos los
numeros de la suerte cuyas tres primeras
cifras son abc(en ese orden), y sus Ul-
timas tres cifras coincidentes con una
permutaciéon cualquiera de las tres ulti-
mas cifras de N=abcdef .

Sabc= 6-(100a+10b+c)-10° + 100
(2d+2e+2f) + 10- (2d+2e+2f) +
(2d+2e+2f)=  6000-(100a+10b+c) +
222-(d+e+f)
Sabc=6000-(100a+10b+c)+222.(d+e+f)
Analogamente:

Spac=6000-(100b+10a+c)+222.(d+e+f)
Sach =6000-(100a+10c+b)+222-(d+e+f)

Scab=6000-(100c+10a+b)+ 222-(d-+e+f)
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Spca=6000-(100b+10c+a)+ 222-(d+e+f)

Scha= 6000-(100c+10b+a)+222-(d+e+f)
Y, sumando las seis expresiones:

S = 6000- [ 200- (a+b+c) + 20- (a+b+c)
+ 2. (a+b+c)] + 6- 222 (d+e+f) = 6000-
222 (at+b+c) + 6 - 222 (d+e+f)

Solucién: Diana Barredo Blanco

Y como a+b+c = d+e+f por definicion
=S=222 (a+b+c) (6000 + 6 ) = 111-
(a+b+c) - 12012

Luego, por lo tanto, S es un multiplo
de 12012, y al ser 12012 constante e in-
dependiente de a,b,c entonces la suma
de todos los nimeros de la suerte, es
divisible entre 12012 y, por consiguiente,

también entre 2002.

Problema 6

Aqui va uno muy viejo que solia proponer en

Yo tengo el doble de la edad que tu tenias

mis clases de Secundaria por el afio 1969.

cuando yo tenia la edad que tu tienes. Y

cuando tu tengas la edad que yo tengo nuestras edades sumaran 81. Hallar las edades

de ambos.

Propuesto por: Raul H. Cobas

Solucién
Con las edades podemos plantear las
siguientes ecuaciones
a=2(b-(a-b)
a=4b-2a
a=4/3 de b
Por otro lado cuando b tenga la edad que
tiene ahora a, ambos sumaran 81;
a+b+2(a-b)=81

Solucién: Pablo Adrian Sussi

3a-b=81

Reemplazamos y tenemos 12  p=g1;
3

3b=81 b=27.Luego a=36

Cuando a tenia 27 afios, b tenia 18 (la
mitad de 36), y dentro de 9 afios, b ten-
dra 36 y a=45. En total 81 afios

Problema 7

Resolver el sistema de ecuaciones:
2.2, 2 2
X +y +w +z"=65

(x+z)2+(y+w)2=113

(y+z)2+(x+w)2=117

(x+y)2+(z+w)2=125

Solucién
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x2+y2+w2+22=65

(x+2)2+(y+w)?=113

De aca deducimos que 2xz+2yw=48 im-
plica que xz+yw=24
(y+2)2+(x+w)?=117 de igual forma
yzZ+xXw=26

(y+x)2+(w+z)2=125 de igual forma
yx+wz=30

Ahora bien vemos que 2, 3, 4y 6 cum-

plen con la primera ecuacion.

Solucion: Pablo Adrian Sussi

A su vez en la Gltima vemos que puede
ser 100+25 por lo tanto y+x=10 w+z=5
Tenemos que x y valen 6 y4 y a su vez w
z 3y 2 pero no sabemos el orden
yz+xw=26 por lo tanto lo unico posible es
6*3+4*2

Por lo tanto x=4 y=6 z=3 w=2
Comprobamos y todas las ecuaciones

cumplen las condiciones.

Problema 8

Resolver el sistema de ecuaciones:

x2+y=8

y2+x=60

Solucién

x2+y=8

y2+x=60

Despejamos x= /g -y = 60—y2

60=./8 -y +y2

Solucién: Pablo Adrian Sussi

Para el méximo positivo de y =7 no lle-
gamos a 60, luego y debe ser negativo,
vemos que vale -8, luego x también es

negativo y vale -4.

Problema 9

Este si es de mi cosecha, hace un montén de afos cuando ensefiaba en una Academia, suerte

que encontré los originales

Calcular a+n si se cumple: (n*)nl0, = aaas

Solucién
Tenemos que a>16....(1)

También n<a<16
Por lo tanto n2<16 —=>n<4

Porloque: n=1 1110, = aaaus

n=2 4210, = aaas
n=3 9310. = aaas
Sin=1 ma = aaas

. 3,.2
Descomponiendo: a”+a"+a=273a
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=a=16 ..o (Falso a<16) Luego a+n=10

Sin=2 4210.= aaass Descartar n= 3.......... (Por qué?
Descomponiendo: 4a%+2a°+a=273a

T AT8 e Solucién

Problema 10

En un cuadrilatero ABCD, tenemos que ZA + /B =2a <180°, y BC=AD. Se constru-
yen los tridngulos is6sceles DCI, ACJ y DBK, donde I, J y K estan al otro lado de CD con
relaciéon a A, tal que ZICD=/ZIDC=/ZJAC=/ZJCA=/ZKDB=/ZKBD=« . Demostrar que
1,J y K son colineales y determinar cual es la posicidn sobre una linea.

Fuente: Ferry Leversha, London, England, aparecido en Crux-Afio 2000-Problema 2457

Solucion:
Como AICD~ AJCA, tenemos AJIC~ AADC (lado-angulo-lado), para que ZJIC =
ZADC. En forma similar AICD~ AKBD, tenemos ADIK~ ADCB y ZDIK=/ZDCB. Por

consiguiente, ZJIK= £ JIC+ £ DIK- £ CID=( £ ADC+ Z£DCB)- £ CID=(27 - 2a)-
(7r - 2a)=7r (por consecuencia en ABCD, £ A+ /B= 2a, mientras que ACID tiene los

angulos de la base iguales a a).

Consecuentemente, JIK es una linea recta.

Mas aun, N = AD = & = K = K .Por ende, J=IK, 6 I es el punto medio de JK.
IC CD CD 1ID IC

Solucion: Meter Y. WOO, La Mirada USA y traduccion con edicion por Aldo Gil

Bueno, no sera muy bueno ni dificil, pero de vez en cuando es necesario poner algo
propio, no creen?

Por otro lado alla por lo 70” jamas imagine que pudiera estar poniendo esto en Internet
y disparandolo por las fronteras............. Menos mal que estoy con vida para disfrutarlo
Hasta la préxima

Aldo Gil Cris6stomo
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