Olimpiadas Inlernarionales
Problemas Resueltos N°© 48 Afio 11-2007

Problema 1
Sean E y F las intersecciones de los
lados opuestos de un cuadrilatero

convexo ABCD. Las diagonales se

cortan en P. Sea O el pie de la per-

pendicular de P a EF. Demostrar

D/
! E que: ZBOC=ZAO0OD.
P \".‘_ Ty Fuente: Aparecido en Mathlinks-
{ -l B
A B E chinese TST 2002,
Solucion:

En la figura, E es la unién de AB con CD, y F la unién de AD con BC. Prolongamos CA
hasta cortar a EF en Q.

Lema: OP biseca el ZAOC.

1. Por el teorema de Menelao en el triAngulo ACF con respecto a los puntos P, B, D (cla-
ramente colineales),

AP CB FD _,

PC 'BF ‘DA
2. Por el teorema de Ceva en
el triangulo ACF con respecto

a las cevianas AB, CD, FQ

(concurrentes en E),
AQ CB FD _, A 2
QC 'BF DA
e o
3.De (1) y (2), PA _ QA' lo cual implica 4. Como ZQOP = 90°, O esta en este
PC QC : . OA PA
circulo. Asi: — =k = —. Por el teorema
que P, Q estan en el circulo de Apolonio ocC

» de la bisectriz, ZAOP = /POC.

de A, C con la relacién k = ﬂ:%.

PC QC En forma similar por extensién DB corta a
[Me estoy refiriendo a la ubicacion del | EF en Q', y siguiendo el mismo procedi-
lugar geométrico de todos los puntos X miento, demostramos que ZDOP =

tales que E:k, es una constante.] ZPOB. De aqui: £DOA = ZDOP -
XB ZAOP = ZPOB - ZPOC = /COB.

Desde que P,Q estan en AC, PQ debe ser

el diametro de este circulo.
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Nota del traductor: si quieres una referencia del circulo de Apolonio, te sugiero la siguiente link,

del Francisco Garcia Capitan http://garciacapitan.auna.com/bella/htm/circapol.htm, es buena.
Solucion: Mathlinks y traduccién de Aldo Gil

Problema 2

Si n es un nimero positivo tal que 2n tiene 28 divisores positivos; 3n tiene 30 divisores
positivos, ¢cuantos divisores tiene 6n?

Fuente: AHSME 1996-Problema 29

Solucién:
El camino que yo veo, es encontrar las factorizaciones de 28 y 30 tales que

28=a.(b+1).c y 30=a.b.(c+1). Una de ellas es 28=1.7.4 y 30=1.6.5. Ahora usamos la
conocida férmula del nimero de factores de un numero nzplel.pzez.p3e3... es
(e1+1)(ez+1)(e3z+1)... Esto es 2n tiene 7.4 factores, asi 2n es 26.33, y 3n es 25.34, y
6n es 26.34, la cual tiene 35 factores. A menos que yo hice algo malo, no hay otro valor

de n que 25.33 el cual satisface la condicion del problema.

Solucion: Mathlinks y traduccién de Aldo Gil

Problema 3
D c Dados dos semicirculos, C5 y Cp de radios distintos, a y b,
y un rectangulo ABCD es tal que los diametros de los semi-
circulos estan sobre la base como se muestra, y la
A 5 tangente comun de los semicirculos pasa por el vértice D

del rectangulo. Hallar en funcién de a y b la relacién en la
cual la tangente comun divide el lado BC.

Fuente: Propuesto por Catherine Shevlin, England-Crux-Mathematicorum-Problema 2550

Solucién
Sean C, y Cp los semicirculos que contienen los pun-
D c tos A y B, respectivamente, sean E y F los centros
x 5 de C, y Cp, respectivamente, y sean G y H los pun-
y . DHIH i tos de tangencia de C5 y Cp con la tangente comdn,
A E E B 2

respectivamente. Sea | la interseccién de la tangen-

te comun con CB, y sea J la interseccién de las prolongaciones de DI y AB. En conse-
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cuencia DJ es tangente a los semicirculos, tenemos: ZEGJ=/FHJ=90°.De aqui:
AADJ ~ ABlJy AGEJ ~» AHFJ . Sean x,y y z las longitudes de DA,IB y BJ, respectiva-
mente. Usando proporcionalidad de los lados de los triangulos, tenemos:

2
y_ z y a_ a+2b+z , eliminando z resulta: X:E_
X 2a+2b+z" b b+z x a2

Solucion: Jesse Crawford, San Angelo USA — Crux Mathematicorum con traduccion de Aldo Gil

Problema 4
En un triAngulo ABC, AD es la bisectriz (D esta en BC) si AB+AD=CD y AC+AD=BC,
cuales son los angulos del triangulo ABC?

Fuente: Aparecido en Mathlinks-lran 2002,
Solucién:

Primero, para el triangulo ABC tenemos B=2C & b2202+ca. (Esto puede ser facilmente

probado). Regresando a nuestro problema AB+AD=CD y AC+AD=BC <:>b2 + bc +

2bccos§ = ab+ac .........ccceoen (1)

bc + 02 +2bc cosg =ab...... (2)

De (1)-(2) tenemos: b2=c2+ca<:> B=2C podemos escribir (1) de otra forma (1) < 2bc

cosg = (a-b)(b+c) < sinAsinBsinC = (sinA - sinB)(sinA + sinB)sing & sinAsinBsinC
A+B - — . —
=4.cos .senA B.senBJrC .cosB ¢ .S|né=4seng.senA B.cosé.cosg.
2 2 2 2 2 2 2 2

B- sinB < A=3B también tenemos B=2C.

sing (debido a que B = 2C) < senA7

Luego A=120°; B=40° C=20°

Solucién: Mathlinks y traduccién de Aldo Gil

Problema 5
Sea ABC un triangulo isésceles con AB=AC. Sea D un punto en BC tal que BD=2DC. En
AD tomamos un punto P tal que el &ngulo ZBPD=ZA. Probar que ZA=2/DPC.

Fuente: Propuesto en MathLinks, tomado de Turkey 1999.
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A Tomamos el punto H en AB tal que: AH =%.

H I 3 .F % = % = HD // AC,de aqui: /BHD=/A=

P / BHD= ZBPD. En consecuencia H,P estan en el

\ 1 mismo lado de BC, y tenemos que B,D,P,H son

\ ciclicos. Sea C1 el circuncirculo de BDPH. Ahora

B M b c trazamos una perpendicular DF a BC, donde F

pertenece a AC. Si M es el punto medio de BC,

entonces MD:%, y de las lineas paralelas

AM, y DF tenemos que AF = % también /DFC = %4A. Ahora construimos el circulo

C2 con didmetro CF. ZCDF=90°=De C,. La potencia de A con respecto a C1 y Co res-
pectivamente es AH.AB y AF.AC. pero AH =AF y AB=AC—= A esta en el eje radical de Cq
y C2. Tenemos también que: D eC, nC, . Asi el eje radical es la linea AD. Pero P e D y
PeC,=PeC,. Asi F,P,D,C son ciclicos, de aqui el segmento DC es mostrado bajo

angulos iguales de Py F, esto es /ppc = /DFC = EAA-
2

Solucion: MathLinks — Pontios y traduccién de Aldo Gil

Problema 6
En un triAngulo ABC, AB=AC. Un punto P en el plano satisface £ ABP=/ZACP. Demos-
trar que P esta en BC 6 en la mediatriz de BC.

Fuente: Excalibur volumen 12-Numero 1-Marzo-Abril 2007

Solucion
Aplicando la ley de senos a los triangulos ABP y ACP, tenemos:

ABsen/ABP _ AC senZACP
AP AP

Z APB+ Z APC=180°. El primer caso implica que A4ABP = AACP, por lo que BP=CP y P

—sen/APC. Esto es, o ZAPB=ZAPC, 0O

sen ZAPB =

esta en la mediatriz de BC. El segundo caso implica que P esta sobre BC.
Solucion: K.K.Kwok Aparecido en Excalibur volumen 12-Numero 1-Marzo-Abril 2007-Traduccion
por Aldo Gil.
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Problema 7

En un tridangulo acutangulo ABC llamamos BB4 a una de sus bisectrices. Sea ahora K el

punto en el cual la perpendicular a BC por B; encuentra al arco menor BC de la circun-
ferencia circunscrita. Sea L la interseccion de la perpendicular de AK por B en AC. Sea T
la interseccion de la bisectriz de B con el circunradio. Demostrar que L,K,T son colinea-
les.

Fuente: Mathlinks Italiano-Lun Mag 07, 2007

Solucioén:

Llamamos:

E a la interseccion de AK y BL

F la interseccion de BC y B1K

Y con un poco de observacién busco los an-
gulos congruentes en la circunferencia, con
el mismo arco y entonces: /BKA = Z/BCA = a
porque subtienden el mismo arco AB de
aqui, porque BEK y B1FC son tridngulos rec-

tangulos, entonces: ZEBK = ZFB,C = 90° -«

e /CAK = ZCBK = g porque subtienden el

mismo arco KC;

e /BAK = /BTK = /BCK =y porque sub-

tienden el mismo arco BK;

e /ABT = ZAKYT = ZACT = § porque subtienden el mismo arco AT;

e /TBC = ZTKC = ZTAC porgue subtienden el mismo arco TC;

Pero ZABT = ZTBC por construccion, entonces

ZABT = ZAKT = ZACT = ZTBC = LZTKC = ZTAC =68

Ahora, L,K,T alineados implica que /BLT + /BLK =180° y es lo que habria que demos-
trar. Considero el triangulo BLT y puesto que JTBL=g¢, tenemos:
/BLT =180°"(y + ¢). Considerando el triAngulo BLK:

/BLK =180°—-(90° -« + a + §) = 180° —(90° +5)

Sumamos /BLT y ZBLK:
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ZBLT + £ZBLK =180° —(y + ¢) +180° —(90° +5) = 180° —y — ¢ + 180°-90 - §
=270°—(y + 6 + ¢), mas, considerando el triAngulo rectangulo BEA observo que :

¥ + 0 + ¢ =90° y concluyo que: ZBLT + ZBLK =180°= L,K,T estan alineados.

Solucion: Mathlinks, con traduccion de Aldo Gil

Problema 8

Encontrar todas las soluciones reales de la ecuacion: v1— X = 2x2 —1+ 2xyJ1-x?.

Fuente: Propuesto por Sefket Arslanagi, Germany, - Crux Marhematicorum-Problema 2150.

Solucién:

Elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacién y simplificando obtenemos:
—X = 4x(2%x% - D)V1-x* ... m
Claramente x=0 no es una solucion. De (I) obtenemos: -1 =4(2x? - 1)v1- x? ..(11)

Sea y =+/1- x? . Entonces (l1) se convierte en: 8y3-4y=0, 6 (2y+1)(4y2—2y—1)=0.

1+J§ 5—\/§

" Yy x=+ 5 Para el valor negativo de x,

En consecuencia y es positivo, y =

ambos 2x%-1 y 2x4/1-x? son negativos y no puede ser una solucién. Para 0<x<1 la

funcién continua v1- x — (2x* —1) + 2xyJ1—- x?, es positiva cuando x=0 y negativa

cuando x=1. Asi la funcion desaparece al menos una vez en el intervalo [0,1]. Con-

. L - L. 5-45
cluimos que la Unica solucion de | ecuacion es: X = 8

Solucion: Kee-Wai Lau Hong Kong, con traduccién de Aldo Gil

Problema 9
Resolver la ecuacion: tg2x+2cosx=0

Fuente: Desconocida.

Solucién:

sen2x

PASO 1: Pones tg 2x = .
€os 2X

PASO 2: debes saber que sen(2x)=2sen(x)cos(X) y que cos 2x=cos?x-senx

PASO 3: ya tenemos la ecuacion escrita del siguiente modo: 2sen x.cos x +2.cosx =0

cos®x-sen®x
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PASO 4: Quitamos denominadores, y nos queda: 2sen x.cos X + 2cos>(x) - 2sen? x.cos
x=0

PASO 5: sacamos factor comun el coseno: cos X.(2sen x+cos?x-2sen? x)=0

PASO 6: de aqui sacamos la primera solucién, en las que cos x=0, esto es X; =

NN

7.k , para todo k perteneciente a Z.

PASO 7: hallamos las raices de lo que hay dentro del paréntesis para intentar
buscar més soluciones ... manos a la obra: 2sen x+cos?x-2sen? x=0

PASO 8: esto es una putada pisha, al final te queda una ecuacién de grado
4° grado en sen(x) ... vaya papeleta (lo estoy haciendo de coco posiblemente esté
equivocado) la siguiente ecuacién segin mis célculos (haces el cambio cos x=

1-sen®x : 4sen’x - 8sen’x + 5sen’x - 1 =0
PASO 9: aunque parezca complicada la ecuacion ... a ojo de buen cubero vemos que si

sen(x)=1 se cumple la ecuaciéon anterior ... MILAGRO! esto ocurre cuando x=

T .

E+2- 7 -k, para todo k perteneciente a Z

PASO 10: agrupamos las soluciones y escribimos las que hemos encontrado ... tan solo
Va

x=§+ 7 -k, para todo k en Z.

es correcto no? insisto ... lo he hecho sobre la marcha. UN SALUDO

Problema 10
ABC es un triangulo is6sceles donde AB=AC y £ A<90°.
Sea D un punto en BC. Trazar CE paralelo a AD cortando
a la prolongacién de AB en E. Probar que CE>2CD.
Fuente: Mathematical Crux— Problema 1516 propuesto por

Toshio Seimiya-Jap6n-1991

Solucién

A Trazamos AF paralela a BC tal que AF=CD. Trazamos
AM=MN donde M es el punto medio de CE. Entonces
AENC es un paralelogramo. Como ZA<90° en conse-
cuencia ZEAC es obtuso. Esto es que CE>AN=2AM.

También AM > AF, luego la mediana es > que la bisec-
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triz trazada desde el mismo vértice. Hemos demostrado la dura desigualdad
CE>2AM2>2AF=2CD.

Solucion: Resuelto por Jack Garfunkel, Nueva York, con traduccién de Aldo Gil

Bueno amigos, no hay mucho que decir, que nos acercamos peligrosamente al nimero 50, vaya
que no pensé llegar tan lejos.

Si que soy empefioso eh?

Un abrazo

Aldo Gil

MACCHU PICCHU la nueva cuarta maravilla del mundo
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