Olimpiadas Inlernacionales
Problemas Resueltos N° 44 Afo 11-2007

En este nimero 44 de pronto voy a tratar de retornar a las raices iniciales, lo que pasa es que
estuve revisando los nimeros anteriores y me he dado cuenta que me estoy aburguesando con
problemas bastante seriotes, y pues encontré una seccion peruana que después abandoné, y
asi... , realmente mi caracter medio anarco, no me deja ser formalito y encorbatado. En el fondo
sigo siendo un hippie rebelde, rockero, y un tipo sin gracia, como era en mi juventud, ni de vie-
jo dejo de serlo, hay un refran en mi pais que dice “el que nace barrigén aunque lo fajen de
chico” y joder ahora de viejo hasta la barriga me sobra, pero en fin basta de lamentos y de

nuevo la seccién peruana

Problema 1

Transformar la expresion: \/X2 + X +1-+/2x% + x? + 2X , con x>0, en otra que contenga solo

dos radicales simples.

Fuente: Examen De Aritmética y Algebra — Univ. Nac. Ingenieria 1971-Problema 1

Solucién

Sabemos que: \/m \/;
[AxCc | [A-C 2 V2o
VA £ = R
VB 2 2
Para el caso dado:

A=x2+x+1 y B=2x3+x2+2x por lo tanto:

C=\/(x2+x+1)2—(2x3+x2+2x):x2+1.

Luego la expresion dada se transforma en:

Solucion: Los proponentes y recopilacion de Aldo Gil.

Problema 2

Entre tres cazadores A,B,y C reunen mas de ocho perros. B piensa adquirir cuatro pe-
rros mas, con lo cual tendrd mas perros que entre Ay C. Se sabe que B tiene mas pe-
rros que C, y los que tiene no llegan a cinco perros. (Cuantos perros tiene cada caza-
dor?

Fuente: Examen De Aritmética y Algebra — Univ. Nac. Ingenieria 1971-Problema 4

Solucién

Sean a,b,c los numeros de perros que a+b+c>8....... Q)]

tiene A,B y C respectivamente. b+4 > a+c......... an

Del enunciado: b<C . [AD)
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C<5 . v) En (1) y (II):

Sumando (1) + (I1), resulta 2b+4 > 8 = a+3+4>8=>a>1

2b>4 = b=>2.() 3+4>a+4 = 3 >a

De (Il y (IV):b<c<5 (VD) De donde a = 2
De(VM)y(VD):2<b=>c< 5..(VIl) Los cazadores A, By C tendran 2, 3y 4

De (VII) se obtiene que b=3 y c=4 perros respectivamente.

Solucién: Los proponentes y recopilacion de Aldo Gil.

Problema 3
Tengo estas ecuaciones trigonométricas para resolver.
Necesitaria un poco de ayuda.

a) sen x+\/§cosx=- 1

b)\/E.(1+tg X) = sec X
Nuevamente gracias

Fuente: Nora Berdini (Lista de discusion Matracas)

Solucién

Va réapido:

a) Divide toda la ecuacioén por 2 y recuerda que % = sen(%), \/25 = cos (%) y asi

sen| Z | senx + cos| Z .cosx=—1: sen| Z + x =—1,yde acé siguele...........
6 6 2 6 2

b) Multiplica todo por cosx y obtienes:

1 .
cosx + senx = —; de aqui elevas al cuadrado:

2

1+2sinxcosx = % < sen 2x = —% , y terminala............

Solucién: Por Tonio

Problema 4

Suponiendo que tan « = p/q, donde p, y g son enteros y gq= 0. Probar que el nUmero
tan f para el cual tan 2 = tan 3o es racional solo cuando p2+q2 es el cuadrado de

un entero.
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Fuente: Propuesto en la Olimpiada Matematica Internacional IX Problema 20- 1967
Solucién

3tana —tan’a _ 3pg® - p°
1-3tan’«a q® - 3p’q

2tan g
1-tan® g

Desde que: tan3a = , tan2g = , tenemos que

3 _ Q.2
tan £ es una raiz de la ecuacién: t? +22273p%t —-1=0, desarrollando: (3pq2—
Pg” -p

p3)t2+2(q3—3p2q)t—(3pq2—p3)=O. Esta ecuacion tiene raices racionales si y solo si: (q3—
3p2q)2+(3pq2—p3)2=(p2+q2)3 es el cuadrado de un entero, y esto es satisfactorio si y

-
solo si p~+q~es el cuadrado de un entero

Solucién: Los proponentes y traduccion de Aldo Gil C.

Problema 5
Resolver las ecuaciones simultaneas: 1 + 1 = 1 ; 1 + 1 = E;
X y z Xx+15 y-6 z
1 1 1

+ = .
Xx+24 y-15 z

Fuente: International Hungarian Mathematics Competition, Solutions for exercises "C" in Janu-

ary, 2002 C.658
Solucién:

i 1 -
Desde que el lado derecho de cada ecuacion es =, los lados de la izquierda de las
z

ecuaciones son iguales. Con una pequefia reestructuracién esto significa que: XY
X +Yy

(x +24)(y - 15) = (x+15)(y - 6). Multiplicando en ambos lados de la primera ecua-
X+y+9 X+y+9

cién y realizando algunos calculos se obtiene y=x+30. Substituyendo en la segunda
ecuacion y una similar reestructuracién obtenemos la cuadratica x2+80x+1200=O. De
aqui: x1=-20, x2=-60, y y1=10, y>=-30. Finalmente, en la primera ecuacién que
z1=20, z,=-20.

Solucion: Los proponentes y traduccion de Aldo Gil C.
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Problema 6
Determine el promedio de los digitos de todos los capicuas de 5 cifras
Fuente: International Hungarian Mathematics Competition, Solutions for problems "B", 2000-

Proposed C.552

Solucioén.

Un ndmero capicla de 5 digitos esta de- da uno de los digitos 0,1,... ,9 se repite
terminado por los primeros tres digitos. El 90 veces en la 2°, 3° y 4° posicion. Asi la
primer digito puede ser 1,2,...,9, los otros | suma de todos los capictiias es (1+ ...+9).
pueden ser 0,1,...,9. El nUmero de capi- (10000+1) .100+(1+ ...+9). (1000+10)

clas es 9°10°10=900. .90+(1+ ...+9) .100.90. El promedio de
Cada uno de los digitos 1,2, ...9 se repite los capictas es 45.(1000100+90900+
100 veces en la 1° y la 5° posicion, y ca- | 9000)/900 =55000.

Solucién: Los proponentes y traduccion de Aldo Gil C.

Problema 7

Dado el triAngulo ABC con ZA = 90° y AB#AC. Los puntos D, E, F estan sobre los la-
dos BC, CA, AB, respectivamente, de tal modo que AFDE es un cuadrado. Probar que
las lineas BC, FE y la tangente en el punto A del circuncirculo de ABC se interceptan en
un solo punto.

Fuente: Baltic Way - Oslo, November 4, 2000 Problema 3

Solucion:
- Sean BC y FE que se cortan en P (ver figura) Basta
,/’ con demostrar que AP es tangente al circuncirculo del
, triangulo ABC.
B Consecuentemente FE es el eje de simetria del cua-
\.-.__\ : drado AFDE, y tenemos ZAPE = /ZBPF . Mas aun,
\ /__',/ Z/ AEP =135°=/BFP. De aqui los triangulos APE y

T BPF son semejantes, y £ CAP = ZABC, de aqui de-
ducimos que AP es tangente al circuncirculo de ABC.

Solucion: Los proponentes con traduccion, interpretacion, diagramacion, de Aldo Gil
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Problema 8
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El 6° dia supera las 3121 personas, lue-

Luego c= 4 y queda: 5d+e = 21

Dado un tridngulo ABC con ZA = 90°. Sea M punto medio de AB. La linea que pasa por
Ay es perpendicular CM intercepta el lado BC en P. Probar que £ AMC = ZBMP.
Fuente: Baltic Way - Oslo, November 4, 2000 Problema 2

Solucion:

Ubicamos el punto K tal que ABKC es un cuadrado. Sea N el

\

punto de interseccion de AP y BK. En consecuencia AN y CM

son perpendiculares, N es punto medio de BK. Mas aun los
triangulos AMC y BNA son congruentes, con lo cual obtene-
mos ZAMC = ZBNA...... (1).

Luego BM = BNy Z/MBP = ZNBP, y de aqui se deduce que
los triAangulos MBP y NBP son congruentes. Esto implica que: ZBMP = ZBNP............ 2)
Combinando (1) y (2) se logra la igualdad requerida.

Solucién: Los proponentes con traduccion, interpretacion, diagramacion, de Aldo Gil

Problema 9

Es bueno recordar viejas épocas de maestro, (docente diria mejor, lo otro me suena a desfa-
chatez), y poner uno de mi estilo y como me gustaba mucho el razonamiento, salio asi nomas,
fue puesto en una Academia de preparacién para alumnos pre-universitarios, no es la panacea
,pero es bonito y sencillo nomas..............

En una empresa telefénica, se ha observado que la cantidad de personas que adquieren
un teléfono celular, se da la siguiente forma:

1° dia: a personas

2° dia: se quintuplica la cantidad anterior mas b personas

3° dia: se quintuplica la cantidad anterior mas c personas; y asi sucesivamente. Si en
el ultimo dia adquirieron su celular 3121 personas, ademas a,b,c,d.... son menores que
5,. Calcular a+b+c+d+......

Fuente: Propuesto por Aldo Gil (de mi peculio), pero hace muchos afios.

Solucién:

Tenemos que: 4° dia: 5(5(5a+b)+c)+d :>53 + z perso-
1° dia: a =5° personas nas

2° dia: 5a + b :>51+x personas 5° dia 5(5(5(5a+b)+c+d)+e :>54+n
3° dia: 5(5a+b)+c 352 + z personas personas
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go: 5%a+5%b+5c+5d+e = 3121 De aqui es facil deducir que d=4 y e=1.

625a+125b+25¢c+5d+e = 3121 a+b+c+d+e= 16

Luego a= 4 y queda: 125b+25c+5d+e =

621. Luego b= 4 y queda: 25c+5d+e =
121

Solucion: Pretendo creer que alguien lo resolvié en el aula, (la de aqui es la mia).

Problema 10

Rematamos este numero 44 con este problemita que aparece en las pruebas de Baltic Way,
tomadas en Oslo. La verdad que me da un aire de conquista napoledénico, cuando logro traducir
estos problemas, a veces se ponen un poquito duros, no crean que solamente es traducir con el
google, sino que viene toda una sensacién de carifio y acercamiento a la inquietud del proble-
ma, su afan de lucimiento, sus ganas de demostrarse por si mismos, su légica y la necesidad de
acudir a griegos para ayudarnos, en fin toda una secuela y agrupamiento de personas alrededor
del problemilla, alucinen a Pitagoras, Ptolomeo y un nifio del siglo XXI aplicando lapiz y papel,
apasionante eh...!

Dado un triangulo ABC con ZA = 120°. Los puntos K y L estan en los lados AB y AC,

respectivamente. Sea BKP y CLQ triangulos equilateros construidos externamente al

triangulo ABC. Probar que: |PQ| > g _(‘AB‘ +]AC| )
Fuente: Baltic Way - Oslo, November 4, 2000 Problema 3
Solucién:

Z ABC+ Z ACB = 60°, las lineas BP y CQ son paralelas. Sean
X e Y los pies de las perpendiculares desde A a BP y CQ,

respectivamente. Entonces \Ax\:%\AB\ y ‘AY‘:%‘AC‘-

Desde que X, A e Y son colineales, tenemos:

PQl 2 [x¥| = 22 (g} +|ac))PQ

Solucién: Los proponentes con traduccion, interpretacion, diagramacion, de Aldo Gil
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Ya lo dije todo en el preambulo del problema 10 (y es valido para todos los traducidos) la filoso-

fia del nUmero es una joda.........

Saludos cordiales, Aldo
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