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El inicio de este nimero trae buenos problemas, realmente la tematica es la siguiente:

Se van resolviendo (o traduciendo para no ser tan soberbio), y los voy almacenando, no les voy
a negar, en principio traduzco los que me gustan, después los que mas o menos y los que no
me gustan pues pufff! ni los miro, se que es medio egoista, pero esto es para mi un entreteni-
miento, mas que un trabajo, asi que ... asi me tienen que soportar. Esta es la razén pura, asf

que queda la Critica a la Razén Pura (de quien es?). A ver si ya nos vamos conociendo un po-

quito mas, y pues avanti mis compafieros con los problemas,

Problema 1

Encontrar todos los enteros n tales que n2—11n+63, sea un cuadrado perfecto.

Fuente: High School Mathematical Mayhem — Revista Crux-Problema H257

Solucién

Sea n2—11n+63=k2, donde k es un nime-
ro positivo. Entonces:

an®-44n+252=4K?

= (2n-11)%+131=(2k)?

= (2K)3-(2n-11)%=131

= (2k+2n-11)(2k-2n+11)=131.

Como 131 es primo, y también 2k+2n-

11 y 2k-2n+11, son ambos enteros, y

anadido a esto que 4k>0, entonces que-
dan dos posibilidades:

Caso 1: 2k+2n-11=131, 2k-2n+11=1.
Resolviendo tenemos que n=38.

Caso 1: 2k+2n-11=1, 2k-2n+11=131.
Resolviendo tenemos que n=-17.

Asi el conjunto n= {38,-27}, cumplen las

condiciones solicitadas.

Solucion: Adrian Chan, Cambridge, y traduccion con adaptacién por Aldo Gil.

Problema 2

La longitud del lado de un cuadrado es a. Dos puntos E y F son tomados en BC y AB

tales que el perimetro del tridangulo BEF es igual a 2a. Hallar el angulo £ EDF.

Fuente: Croatian Nacional Matematica Competition 1999-Preparaciéon IMO-Problema 2

Solucién

Desde que BA:BC:a:%(BE+EF+FB), el excirculo

del tridngulo BEF opuesto a Btoca a BAyBCen Ay

C respectivamente. Como DA es perpendicular a AB

A D
c =7
< "d/d

b
F b
b

y DC es perpendicular a BC, D es el excentro, de tal

forma que DF y DE son las bisectrices de ZAFE y a5,

B E c
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Z FEC, respectivamente.

Sea T el pie de la perpendicular de D a EF. Desde que ZAFD=/TFD, y
/ DAF=/DTF(=90°), tenemos: /ADF=/TDF. En forma similar tenemos:
/ CDE=ZTDE.

En consecuencia: ZADF+ £ CDE=ZTDF+ Z TDE=ZEDF. Entonces: ZADC=2/EDF.

De aqui: ZEDF= % / ADC=450°,

Solucion: Pierre Bornztein, France y traduccion de Aldo Gil.

Problema 3

Para que no digan que ando prendido de la geometria, este extrafio pero valiente problema,

Probar que todos lo términos de la secuencia:

107811 110778111 111077781111
3 3 ! 3

Fuente: Propuesto en la Olimpiada Matematica Internacional I1X Problema 7— 1967

...., SON cubos exactos.

Solucién

Una solucion bastante académica y formal pero muy valida, eso si didactica e ilustrativa.

Denotamos el término n de la secuencia como a,. Entonces:

B 1[103n+3 _ 102n+3 7 10n+2 _ 10n+1 10n+2 _ 1}

+
3 9 9 9
3
1 3n+3 2n+2 n+1 10’“1 - 1
anzﬁ(w -3.10"% +3.10 —1)=(T

Solucién: Los proponentes y traduccion de Aldo Gil C.

Problema 4

Uno de trigonometria. ¢Alguien conocia esta “conocida féormula”?. Yo ni en pelea de perros pero
es buena. A partir de la fecha juro conocerla!!!!

Sin hacer uso de tablas, calcular el valor exacto del producto:

T 2z 3z 4z 5z 6r 7z
P = Ccos—.c0S—.C0S—.C0S—.COS—COS—.COS — .
15 15 15 15 15 15 15

Fuente: Propuesto en la Olimpiada Matematica Internacional I1X Problema 25— 1967

Solucién.

Usamos la conocida férmula:
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sen2"x Fuente: Olymon-Canadéa — Afio 2000 — Problema 7
COS X.COS 2X.COS 4X...... cos2"ix =———
2"senx Solucién:
Tenemos: P = cos-.cos 2. cos 3% . cos H% . cos 2% cos O% . cos % i2 1( i i
15 15 15 15 15 15 15 - - == — + =
(2i-1)(2i+1) 4\2i-1 2i+1
{ Vd 27 4r 771) ( 3z 6”]( 57[)
=|COS—.C0S——.CO0S——.COS—— |.| COS=——CO0S— || cOS— 500 : :
15 15 15 15 15 15 15 Estoes:szlz P,
4 4(2i-1 2i+1
T 27 4r 87 T 27 T
= —| C0S—.C0S——.C0S——.COS—— |.| COS—=COS— || COS— 500 )
15 15 15 15 5 5 3 i i 11 2 2 500 500
4= 251221 17373 5 """ 999 " 1001
: i— i+
15 5 1_111 1 . [ i+1
= . === == En consecuencia: ——— + — =1
163en% 4sen% 2 1642 128 2i+1 2i+1

Podemos combinar todos estos términos para obtener:
500 _ 501000 _, . _ 125250

1001 1001 1001

Solucion: Los proponentes y traduccion de Aldo Gil C.
4S =1+499 +

Problema 5 o :
Solucion: Resuelto por Holmes Miranda

Esta desigualdad parece clasica pero su solucién es bien objetiva

3 3 3
o a S+ — b >+ ¢ 22a+b+c Problema 7
a“+ab+b° b°+bc+c® c +ac+a 3
- . 3 .3 -

Fuente: International Hungarian Mathematics Competition, Solutions for problems "B", 2000- Expresar cos(t) como una funcion racional de cos™(t) y sin*(t), por ejemplo, encontrar
Proposed by: M. Abrany, Beregszasz- Problema B. 3384 las polinomiales P(x,y) y Q(x,y) tales que cos(t) = P(cos3(t),sin3(t)) / Q(cos>(t),sin’(t)).
Solucioén. Fuente: I. S. Cohen
Probando las inecuaciones: Por simetria ciclica es suficiente probar la

a’ 2 1 primera inecuacion. Esta puede ser trans-
a2+ab+b225a7§b' 2 POGY) = X(2 + X2 +¥2), Q(xy) =1+ 2x° —y° y

formada a (a+b)(a-b) > 0, la cual 5 - 5 >

b? 2 1 ) P(x,y) = (1 + 2x° = y9)5, Q(x,y) = x(2 + xX“ + y)°.
———=2==b-Zc,Y siempre se cumple.
b* +bc+c 3 3 . :

La primera puede ser desarrollada como sigue:

I 2 1
— =  _>Zc¢-=a. La suma de ellas .
c®+ca+a’ = 3 ¢ 3 a. La suma d @ (coszt + S|n2t)3 =1
resuelve el problema. coset + 30052t.sin2t.[0052t + sinzt] + sin6t =1
Comentario: Se obvian varias operaciones, asi que no se resuelve en un par de lineas 6 -
Solucion: Los proponentes y traduccion de Aldo Gil C. De aqui: cos?t.sin’t = M También tenemos:
Problema 6 cosz(t) = cosz(t)[cosz(t) + sinz(t)]

2 2 2 2

Sea: S = 1~ + 2 3 500 = cos4(t) + cosz(t)sinz(t)

et .
1.3 3.5 5.7 999.1001

cos®(t) + cos?(®)sin?(t) + cos?(t)sin>(t)
Encontrar el valor de S.

EL CONOCIMIENTO ES PATRIMONIO DE LA HUMANIDAD Pag. 3 lococrux@hotmail.com EL CONOCIMIENTO ES PATRIMONIO DE LA HUMANIDAD Pag. 4 lococrux@hotmail.com




Olimpiadas Inlernacionales
Problemas Resueltos N°© 43 Afio 11-2007

= cos6(t) + cosz(t)sinz(t) [cosz(t) + 1]

Sustituyendo la expresion previamente desarrollada para cosz(t)sinz(t) dentro de esta

Gltima ecuacién y resolviendo para cos?(t), tenemos:

1+2cos®t —sen‘t cos’t

cos?(t) = s s— - Sustituyendo esta expresion en cos(t) =
2 +cos’t +sen’t

nemos el resultado deseado.

Solucion: Chris of Canada and Matt Hudelson of Washington State University

Problema 8
Después de tantos duros problemas, uno para relajarse, no se nos vaya a incendiar el cere-

bro..............
o o

Se divide un numero 23+8 entre un niumero 23 +6), obteniendo como cociente un

o
numero de tres cifras 13+6 y un residuo igual a 5. ¢Cuales son los valores que puede
tomar el cociente?

Fuente: Lista de discusion de Clubes Cabri-Octubre 2006

Solucién
2"3 g luego 23 divide al tercero mas el cuarto
Si + =23+6, con 5 de residuo, po- -
2°3 6 entonces hay que buscar lo siguiente.
4
. o 13.6.k + 33 = 0 (mod 23)
demos decir lo siguiente:
13 es congruente con menos 10 (23) y
23t+8 13k + 6, con t,h,k enteros, es lo
23h+6 +06y b ’ 33 es congruente con 10 (23) entonces: -
mismo que decir 10.6.k + 10 = 0 (mod 23)
(13k+6).(23h+6)+5=23t+8. Operando: | VeMOS para que esto pase 6.k tendria

13.23.k.h+6.23.h+13.6.k-+33=23t que ser congruente con 1 (mod 23) y asi

Luego se usa la siguiente propiedad, si | '@ Suma quedaria congruente a 0 (mod

uno el primer término con el segundo y el | 23)- Decir 6.k es congruente a 1 es lo

tercero con el cuarto me queda una suma | Mismo que decir encontrar el inverso

de dos términos. A esta suma la divide | Multiplicativo de 6 en (mod 23). Hay un

23 porque t es entero, y como 23 divide algoritmo para hacer esto pero siendo

al primer término mas el segundo (por- pocos los casos porque el enunciado me

que se puede sacar como factor comun), restringe el cociente entonces los hago a
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mano y queda k = 4,19, 42, 65, 88.. Pero
como el enunciado dice que el cociente
debe tener 3 cifras entonces veo cuales
cumplen 13.k + 6 tiene 3 cifras. y estos
son :

13.19 + 6= 253

13.42 + 6 = 552

13.65 + 6 = 851

Me dicen que hay otras soluciones para el
cociente, como 357,656,955...

Solucion: Ay mamita, me olvide apuntar al solucionador, pero de seguro uno bueno, yo lo

transcribo nomas.........

Problema 9

Si abccba representa la cantidad de divisores de otro nimero entero positivo cuya raiz

c4

cuadrada es exacta, halle el residuo de dividir: cba entre 8

Fuente: La verdad no se, pero que es bueno lo es

Solucién

Entiendo que el suprarayado significa que
las distintas letras y ¢ digitos componen
un solo nimero por concatenacion. En
ese caso es muy sencillo. Si el nimero en

cuestion es un cuadrado perfecto, el na-

mero de sus divisores es impar, por lo
que a es impar y cba también. Pero un
impar elevado al cuadrado, y a cualquier
exponente par como a, es igual a 1

(mod 8), por lo tanto el residuo es 1.

Comentario: Realmente espectacular, y después dicen que la matematica no es lin-

Solucién: Ignacio Larrosa- La Corufia- y bueno yo lo transcribo nomas

Problema 10

Después no andes diciendo que solo le achunto a la geometria nomas. De vez en cuando me

rallo con el algebra. Este es bueno y punto.....

Supongamos que a,b y ¢ son enteros reales positivos. Probar que:

b+c c+a a+b 1 1 1
. +— +— <=+ =+=
a“+bc b°+ac c“°+ab a b c

Fuente: Propuesto por Hojoo Lee, Korea-Aparecido en revista Crux-Problema 2580

Solucién

Sea D=abc(a2+bc)(b2+ac)(02+ab). Claramente D>0. Tenemos:
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1 1 1 b+c c+a a+b

St ot T T3 T h? T2

a b ¢ a+bc b +ac c +ab

_a'®* +b'c* +c*a* - a’b’c? - b'c*a’ - c*a’b’
D

B (aZbZ _ bZCZ)Z + (bZCZ _ C2a2)2 + (CZaZ _ CZbZ)Z . 0
5 >

Lo cual demuestra que la desigualdad es verdadera. La igualdad es correcta si y solo si

a=b=c.

N.T. “rallo” significa algo asi como que me vuelvo loco, aqui en Pert (digo aqui se dice asi, pe-

ro lo de loco lo desparramo por el mundo)

Solucion: Richard Eden, Philippines, adaptacion y traduccion por Aldo Gil

Me salio facilito el 43.
Saludos cordiales

Aldo Gil Cris6stomo
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