Olimpiadas Internarionales
Problemas Resueltos N° 40 Afo 11-2007

No se si pasa en vuestra tierra, pero el numerito (40), les causa pavor a las damas cuando se
les acerca el bendito cumpleafios, y comienzan a cumplir los 39, 38 ...., y asi sucesivamente.
¢Por qué ah?, para mi es tan lindo avejentar, me doy cuenta que largo mucha experiencia, me
siento cada vez mas rejuvenecido, me alisto para un mundo mejor (aqui en la tierra), y pues
...joder lucho por ello. Ojo que esta es una reflexion a modo de broma, no se me vayan a enojar
las amigas de la red. El mocoso Aldo (que fue....... )

Problema 1

Por los vértices de un triangulo ABC se trazan las tangentes al su circuncirculo. Las dis-
tancias de un punto arbitrario tomado en el circulo a los lados son a,b,c y la distancia a
las tangentes son X, y,z. Probar que a2+b2+c2=xy+xz+yz.

Fuente: XL Mathematical Olympiad 1996 Republica de Moldavia - Problema 3

Solucién
Sea el triangulo ABC, y sea T su circun-

circulo, y sean /,m,n las tangentes de /

por A,B,C, respectivamente.

Suponemos que P es un punto en 7/, y
que a,b,c, son las distancias de P a
BC,CA,AB respectivamente, y que X,y,Z,

son las distancias de P a /,m,n respecti-

vamente.

S—— Sean X,Yy Z, los pies de las perpendicu-

n lares de P a I,n y AC, respectivamente.

Entonces PX = x, PY = z, y PZ = b. Desde que ZPXA = ZPZA = 90°, tenemos que P.
X. A. Z son conciclicos, y en forma similar P, Y, C, Z, son conciclicos. Desde que AX es
tangente a T, tenemos: LPZX = LPAX = LPCA = LPCZ = LPYZ..... 1)
En forma similar tenemos: £ PXZ = /L PAZ = Z/PAC = ZPCY = £ZPZY..... (II)
De (1) y (Il). Tenemos, APXZ ~APZY, por lo que: PX:PZ = PZ:PY; esto es: PZ =

PX.PY. Esto implica que b2 = xz. En forma similar tenemos que: a2 =yzy c2 = xy. De

aqui obtenemos: a2+b2+cz=xy+xz+yz.

Solucién: Mohammed Aassila, Strrasbourg Francia y traduccién con adaptacion por Aldo Gil

Problema 2
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En un tridngulo ABC, la bisectriz de £ BAC corta a BC en el punto D. Supongamos que
T es el circulo tangente a BC en D y pasa por A. Sea M el punto de interseccion de 7' y

ACy BM que cortan el circulo en P. Probar que AP es la mediana del triangulo ABD.
Fuente: Iranian Mathematical Olympiad 1998-1999 - Third Round -Problema 5

Solucién

Sea N el punto de interseccion de 7' y AB, y sea la prolongacion de AP que corta a BC
en Q. Sabiendo que el angulo entre una tangente y una cuerda es igual al angulo sub-
tendido por la cuerda a un punto en la circunferencia en el lado opuesto de la cuerda,

tenemos £/ MDC = ZCAD = %AA. Enton- A

ces:
ZADM = ZADC-ZMDC.
(180°- L CAD - £ZDCA) - £MDC

N M
1 1 \
2(180°—§LA—ZC)—§ZA P
=180°- /A-/C /B. B e D b
También, ZADM = LZANM, desde que BQ _ @ Resultando BQ2=QP. También
estos angulos estan subtendidos por el | QA BQ

mismo arco de 7. Asi, ZANM = 2B (Io | (anemos que QP.QA = QDZ (potencia de

cual muestra que NM es paralela a BC).
De aqui: ZQPB = ZAPM = ZANM =
Z B. Desde que también tenemos £ BQP
= /BQA, los triangulos BPQ y ABQ son

semejantes. Entonces por lados propor-

un punto con respecto a 7). De aqui

BQ=QD, estableciendo que AP es la me-
diana del triangulo ABD.

cionales, tenemos:

Solucién: Miguel Amengual Covas, Mallorca - Espafa- traduccién y adaptacion por Aldo Gil C.

Problema 3
Un circulo es tangente a los lados BC, y AD de un cuadrilatero convexo ABCD en los

puntos C, D respectivamente. El mismo circulo intercepta el lado AB en los puntos Ky
L. Las lineas AC y BD se cortan en P. Sea M el punto medio de CD. Probar que si CL =
DL, entonces los puntos K,P,M son colineales.

Fuente: Propuesto por Waldemar Pompe, aparecido en Revista Crux Afio 2000-Problema 2513
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Solucién

Sean X e Y las intersecciones de DK con AC, y CK

C con BD respectivamente tal como se muestra en
D/ M : la figura.
Py En consecuencia: ZAKD = ZBKC. ...(I)
X (Luego arco CL = arco DL, Z/CKL = 180° -
A K L B /DKL= /DKA). El circulo dado es tangente a
los lados BC BC y AD de donde obtenemos L ADK= /DCKy £BCK = ZCDK ......... (11)

De acuerdo con el teorema de Ceva (y | Necesitamos probar (III). Para hacer es-
debido a que DM = MC), los puntos K,P,M | to, nosotros empezamos con la siguiente

. . . KX KY . [AKD] [DCK] [AKD]
son colineales, si y solo si: —_— igualdad [DCK]'[BKCJZ[BKC]'

XD~ YC Ast,
Denotamos [TUW] el éarea del tridngulo usando las igualdades (I) y (II) una vez

ADKD KD.DC  AK.KD
DC.KC KC.BC ~ BK.KC

TUW. Entonces la igualdad puede ser re-

escrita como se muestra: mas, tenemos:

[AKC] = LKD] 6 L\KC] = [ADC) 6 ADKD _ AK lo cual es equivalente a
[ADC] [BCD] [BKD] [BCD] KCBC BK' a

usando las ecuaciones (I) y (II), vemos | (III). Por esta razén los puntos K,P y M
que la ultima ecuacion es equivalente a: son colineales.

AKKC _AD (III)

BK.KD BC

Solucién: Por el proponente, traduccién y adaptacion por Aldo Gil C.

Problema 4
Distintos trinomios cuadrados f(x) y g(x) tienen como coeficiente principal la unidad.

Sabemos que: f (-12) + f (2000) + f (4000) = g(-12) + g(2000) + g( 4000). Encontrar
los valores reales de x que satisfacen la ecuacion f (x) = g(x).

Fuente: XL Mathematical Olympiad 1996 Republica de Moldavia - Problema 3

Solucion:

Sean f (x) = x2 +ax+byg(x)= x2 + cx + d dos trinomios cuadrados distintos.

De la inecuacién dada, tenemos 1996a+b= 1996c¢c+d.

Asi tenemos: a#cy b#d.

Por consiguiente: x = 1996 es la Unica raiz de la ecuacion f(x) = g(x).
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Solucién: Mohammed Aassila, Strrasbourg Francia y traduccién con adaptacion por Aldo Gil

Problema 5

Sea ABC un triangulo con incentro I, tal que AB < BC. Sea M el punto medio del lado
AC y N punto medio del arco ABC de la circunferencia circunscrita al triangulo. Probar
que £ IMA=ZINB.

Fuente: Seleccion para XV Olimpiada Rioplatense de Matematica-Seccion Brasil

Solucioén:

Sea P el punto medio del arco AC de la circunferencia cir-

B N
cunscrita que no contiene a B. Entonces P,I, By P,M,N son

ternas de puntos colineales. Ademas es muy conocido que
PA = PI.

' ’s;_ ' : | Como el triangulo PAN es rectangulo en A, tenemos por
; relaciones métricas que PN.PM=PA2=P]2, y de ahi:

PN _ PI  como /IPM=/NPI, e IP=IN, tenemos que PNI

e PI PM
~PIM. Luego, ZIMP=/PIN. Como ZPMA=90°, por el teorema del &ngulo externo te-
nemos que: ZIMA+909=/ZIBN+ £ BNI=/PBN+ ZBNI=90°+ Z BNI. Relaciéon que sa-

tisface la igualdad pedida.

Solucién: Los proponentes, dibujo y traduccién por Aldo Gil

Problema 6
T  Probar que para: O<¢9<%,tan0+sen6>29 .
B. Fuente: Vedula N. Murty, India aparecido en Revista
Crux 2000- Problema 2585
H Solucién
Sea OAB un sector de centro O, radio 1y LZAOB =
8

E 9,donde0<6<£.
o . A 2

Sea T el punto de interseccion de OB y la to de interseccion de AT y la tangente del

tangente del arco AB en A. Sea H el pun- arco AB en B. Entonces:
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ZOAH=/Z0BH=90° y AH=HB. Luego La dltima inecuaciéon puede ser escrita
£ TBH=90°, TH>HB=HA. Sea [F] el area como- 16 B lsen 0 < ltan 0 16 6
de la figura plana F. Entonces HA < TH 2 2 2 2
implica: [HAB]= [HBT], y por consiguien- 20 <tan @ + sen €, qué es la desigual-
te, [sector OAB]- [OAB]< [OAT]- [sector dad deseada.

OAB]

Solucién: Toshio Seimiya, Kawasaki Japon

Problema 7
Suponiendo que AD, BE y CF son las bisectrices interiores del triangulo ABC, con D,E'y
F en BC, CA y AB respectivamente. Llamamos a=BC, b=CA, c=AB, x=AE y y=AF. Si

tenemos que x+y = a. Probar que:

a)a2=bc.

1 1 1 1
b) ———=—-—;
)x y b ¢

el e

Fuente: D.J Smeenk, Netherlands, aparecido en revista Crux-2000- Problema 2598

c)

Solucién
3, .2 2 _ 2 2
X _¢ o ax = bc — cx a +a b+a c+abc = bca+b " c+bca+bc
b-x a 2
b a (a+b+c)=bc(a+b+c)
& X = < 2
a+c a“=bc.
y :9<:>ay:bc—by b)1=a+cy1=a+b
c-y a X bc y bc
oy-=L 1.1 c-b 1 1
a+b X y bc b c
a) Xx+y—a-= bc . bc c) Esta parte queda como ejercicio mu-
atc a+b chachos!!111111

Solucién: C. Festraets-Hamoir, Brussels, Belgium y traduccion con palomillada de Aldo Gil

Problema 8
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L, . 3 .3 .
Expresar cos(t) como una funcién racional de cos™t y sin”t, por ejemplo, encontrar las

polinomiales P(x,y) y Q(x,y) tales que cos(t) =

Fuente: I. S. Cohen

P(cos®t,sin®t)
Q(cos®t,sin’t).”

Solucién
2 2
P(x,y)=x(2 + X" +y°),
2 2
Qxy) =1+2x -y~ y
P(x,y)=(1+2x°~y°)%,
2 2.2
Qxy) =x(2 + X" +y°)
La primera puede ser desarrollada como
sigue:
(coszt + sinzt)3 =1
c056t+3c052t. sinzt. [ c052t+sin2t]+sin6t= 1
De aqui:
cos®t + sin®t

cos’t.sin’t = f . Tam-

bién tenemos:
cosz(t) = cosZ(t)[cosz(t) + sinz(t)]

= cos4(t) + cosz(t)sinz( t)

coss(t)+cos4t.sin2t+coszt.sin2t

= cosGt + coszt.sinzt [ cosz( t)+ 1]
Sustituyendo la expresion previamente
desarrollada para COSZt.Sinzt dentro de
esta Ultima ecuaciéon y resolviendo para
cosz(t), tenemos: cosz(t) =

1+2cos®t — sen°t
2 +cos®t +sent

Sustituyendo esta

cos® t

os? t

expresién en cos t = , obtenemos

el resultado deseado.

Solucién: Chris of Canada and Matt Hudelson of Washington State University

Problema 9

Este problema es para ponerle un marco:

Evaluar el producto: (J§ + tan1°)(x/§ + tan 2°)(\/§ +tan3°)..... (\/5 +tan29°).
Fuente: Mathematical Reflections 1-2007 - Problema J39 por Tito Andrescu

Solucién:
Sea A=

(B+EnP)3+nP)(3+tanP).....(/3+tan2P),

tenemos:

\/§ + tan1°= tan60°+tanl1°=
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5en60°.senl® + cos 60°.senl® _ sen61° sen62°

c0s60°.cos1° €c0s60°.cos1° cos60°.cos2°

sen61° , 29
= ——————  Analogamente obtenemos: ]
cos60°.cos1° 9 sen89 = 1 =229
c0s60°.c0s29° | cos60°
lo]
\/g + tan 20: % s
c0s60°.cos2°
(e}
\/§ +tan29° = %
cos 60°.cos29°

Esto es:

Solucién: Courtis Chryssostomos, Grecia y traduccién por Aldo Gil Criséstomo

Problema 10
Este problema es brillante, por el método deductivo e inductivo, y Jimmy Chui de la Universidad
de Toronto, escribié la solucién al problema en el 2001, y aparecié en la Revista Crux (Canada).
Realmente es espectacular la forma de solucién, muy buena

Hallar la suma de las series % +§+ 25 + 25 + +£

90 110 132 7 9900
Fuente: 1996 Cayley - Problema 24

Solucién:

En este problema debemos hallar un pa- Si afladimos la tercera fracciéon tenemos:
tron de formacion, y a través de el, en- 25 251 11 4

contrar un método que simplifique el pro- 40 110 (m+mj

blema. —25. 22 _p5 3

Los numeradores son todos iguales a 25, 440 88

y los denominadores son 72=8.9;
90=9.10; 110=11.10............... y finalmente
9900=99.100.

Si sumamos la primera fraccion con la
segunda, colocando los denominadores

como se ha expuesto. Tenemos:

25 25 10 8
—+—=25.| <+ ==
72 90 720 720
—25. 28 o5 1

720 40
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