Olimpiadas Inlernacionales
Problemas Resueltos N°© 39 Afio 11-2007

Aqui amigos continuamos como siempre poniendo mds problemitas, creo que en este voy a

hacer abuso con Geometria, pero bueno, es lo que he tenido a la mano.

Problema 1

Sean TQ y TR didmetros de un circulo con centro O. TO es bisecado en X, y trazamos
PQ. En PQ levantamos la perpendicular XW y en PR, la perpendicular QV. Probar que:
OX.PV=PW.PQ.

Fuente: American Mathematical Montly - Problema 2823 by S.A. Corey

Solucién

Debido a que TQ es diametro, tenemos PO ;
otro lado, PQ=2PF y OX= —. Asi:
que TP es perpendicular a PQ. Asi TP es 2

lel XW. Ti F lel .
parai¢la a razamos OF paralela a in Usando el triangulo PFO te-

TP, F en PQ. Ahora es facil saber que oX PO’

PQ nemos que cos a= ——. Asi PQ _ PV
PW=WF y entonces PW= =2 Sea a el q 70" o " P’ y

angulo RPQ. Luego usando el triangulo | de aqui: PQ.PW=0X.PV.

VQP tenemos: ﬂ = ﬂ=4 cos a. Por
PW  PQ

Solucién: Resuelto por Martin Dimitrov, 5 Sep 2002:

Problema 2
Suponiendo que a, b y ¢ son nimeros reales positivos y se cumple que a2+b2+c2=1,
1 1 1 2(@° + b +?)
robarque: S+ 5+ 23+ ———~
P d a b c abc

Fuente: Propuesto por Hojoo Lee, aparecido en Revista Crux Afio 2000-Problema 2532

Solucién
3 3 3 2 2 2
%+%+%_3_M _2.(i+b7+ci)
a b c abc bc ac ab
a@+b*+c a+br+c? a+b+c? 1 1 1 1 1 1
= + + =@ (= -2+ PP (= -2l +(=-2)P 20
aZ b2 Cz (b C) (C a) (a b)
a b c?
-3- (E et 5) Con igualdad si y solo si a=b=c.
1 1 1 1 1 1
=a2(?+?)+b2(g+?)+c2(a—z+ﬁ)
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Solucién: Richard B. Eden, Ciudad de Manila, Philippines y traduccién de Aldo Gil C.

Problema 3

La fecha del Ultimo lunes del mes pasado sumada a la del primer viernes del mes que

viene da 37. Si todas las fechas ocurren en el

presente afio. éEn qué mes estamos?

Fuente: Propuesto por S L -Lima Perd Marzo 2007

Solucion

a) El dltimo lunes de un mes puede estar
entre el 22 y el 31.

b) El primer viernes de un mes puede
estar entreel 1%y el 7.

c) Las dos Unicas combinaciones son
"31+6" o bien "30+7".

d) Tengo una férmula para calcular dias
de la semana, es bastante facil y se pue-

de hacer a mano, pero sino, "cazamos"

un almanaque y vemos que:

Solucién: Daniel Ricardo Suarez

Lunes 31 soélo en septiembre y diciembre,
viernes 6 sélo en abr y jul.

La combinacién restante es justamente a
la inversa:

Lunes 30 sélo en abril y julio, viernes 7
so6lo en septiembre y diciembre.

Sélo resuelve el problema lunes 30 de
julio y viernes 7 de septiembre.

Estamos en agosto.

Problema 4

Este problemilla, aunque bastante clasico, es bueno ponerlo porque nos permite resolver trian-

gulos dadas las alturas del mismo, y a partir de aqui hallar mediatrices, medianas, etc., de

repente se les ocurre generalizarlo, OK?, queda como ejercicio.

Hallar las longitudes de los lados de un triangulo, cuyas alturas son 20, 28 y 35 metros.

Fuente: Mayhem Problemas Revista Crux — problema H 269- Afio 2000

Solucion:

Sean a,b,c los lados del triangulo corres-
pondientes a las alturas 20,28 y 35 res-
pectivamente, y sea A el area del trian-
gulo.

Esto es: 2A = 20a = 28b = 35¢c, de don-

de bzsj y c:?. Si s es el semiperi-

7

metro del tridngulo, entonces s= %

(a+b+c) = ?. Por la formula de Herdn,

tenemos:

A=s(s-a)(s-b)(s-c)

_ [8a,,a, 3a 4a, 436
= GIEENE) = —5—-
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2456 b 1756 - 356
12 12 3

Solucién: Michel Bataille y traduccién por Aldo Gil

Pero, como A=10a, de aqui: a =

Problema 5
Probar que el radio del circulo inscrito en un tridngulo corta a una de las medianas si y
solo si sus lados son proporcionales a 5, 10, 13.

Fuente: Foros de Matematica - el manco— Marzo 2006

Solucion:
" Con la notacion del dibujo:
4 | Y c a=x+y,b=x+z,c=y+z
- Ademas, llamamos M a la mediana
z dellado by k = M/3.
X Para que el triangulo cumpla la con-
dicién, aplicando potencia en un
X e =z punto se tiene:
. V2 =2 (2 - % = 2
2
Por tanto FC=a’+2M =3+ 18K = a° + 9y°

y=9_xja=x+y=92>b=2ay Ponemos c en funcién de a e y, es decir,

c=y+z=y+a+y.Queda:
<a+y.
y (a+2y)2=a2+9y2:4a=5y:>
Ahora aplicamos dos veces el teorema del

coseno, en los tridngulos formados por c, y = ?. Por tanto:

Mygzauno,ya,9=ayMe|Otl‘O: 8a 13a

2 2 c=a+2y=a+?=T
2 2

=a +M +
c? = a° +M’ + 2aMCosD En definitiva haciendo a=5 queda b=2a =
2 2 2
a =a +M - 2aMCosD
10, c = 13a_ 13.

Sumando queda: 5

Solucién: el manco — Octubre 2006

Problema 6
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En un tridngulo ABC, £ ABC=60° y £ ACB=700°. El punto D esta en el segmento BC tal
que £ BAD = 20°. Probar que AB+BD=AD+DC.

Fuente: Propuesto por Ho-joo Lee, Korea aparecido en Revista Crux Afio 2000-Problema 2511

Solucion:
G En la prolongacion de AD, tomamos AE=DF=DC, y en AB,
B tomamos AG=AF. En consecuencia ZDAC=30° vy
ZADC=80° (N.T. verificar y demostrar esta parte, ya que se
F D 3 E hace referencia a una demostracion posible, anterior), con-

cluimos que el triangulo EDC es is6sceles, con ZDEC =

C Z GAF = 209, lo cual significa AEDC ~ AAGF . De aqui

GF=DC=DF, y ZGDF = 509, por lo que ZBDG = 30°, y asi £ BGD=30°, para que
BG=BD. En consecuencia AB+BD=AG=AF=AD+DC.

Solucién: Nicolas Dergiades, Thessaloniki,Greece y traduccién por Aldo Gil.

Problema 7
A rl Una recta que pasa por el incentro I del tridangulo ABC in-
! tercepta a la circunferencia inscrita r1(O;R) de ABC en los
2 \e untos Fy G, y al incirculo r2(I;r) en los puntos D y E, con D
B R
[ 19 E | entre Iy F. Probar que DF.EG > r*
F\7 © ' )
B " —M .'.C Solucién:
DF.EG = (FI-DI)(GI-EI) =  (FI-r)(GI-r)=FL.GI -
P

(FI+GI).r+r* = -Poty; (I)-FG.r+r. Por la relacién de Euler,

tenemos que: OIZ=R2—2Rr, y asimismo Potrl(I)=OIZ—R2=-2Rr. Queremos demostrar

entonces que 2Rr-FG.r+r22 rz < 2R2FG.r & 2R>FG, que es verdadera, pues FG es una

cuerda de r1. La igualdad se da, si y solo si FG es diametro de r1.

Problema 8

Los puntos A’y C’ se toman en la diagonal BD del paralelogramo ABCD, tal que
AA’//CC’. El punto K esta en el segmento A'C, y AK corta C'C en L. Una paralela a
BC es trazada por K, y una paralela a BD es trazada por C. Estas lineas se cortan en M.

Probar que los puntos D,M,L son colineales.
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Fuente: Saint Petersburg Mathematical Olympiad Febrero 1996 - Tomado de la Revista Crux

Solucién
Sea O la interseccion de AC y BD. Debi-

do a que ABCD es un paralelogramo,

tenemos que AO=0C. Desde que
AA’//CC’ obtenemos A"0:0C™ =
AO:OC = 1:1, luego A'O=0C’. Asi,
AA'CC’es un paralelogramo, y luego
AC’//A°C. En consecuencia AD//KM,
C’'D//CM, AC'//KC, y AC" #KC, tene-

mos AK, C'C, y DM son concurrentes en

L. De aqui D,M,L son colineales.

"-'\-L Solucién: Mohammed Aassila, Strasbourg,
Francia y traduccion de Aldo Gil C..

Problema 9

Encontrar el radio del mayor circulo que se puede inscribir en un sector de radio 1y
angulo de 60°.

Fuente: The W.J. Blundon Contest

Solucion

En la figura, OC = OB = r. Desde que el angulo OAC
es 300, AO = 2 OC = 2r. Por lo tanto AB es 3r, y de
aqui r=1/3.

Solucién: Los autores del problema y traduccién con adap- o)
tacion de Aldo Gil C.

Para rematar este numerito, presentamos uno de Geometria (cuando no), de esta muy buena
publicacion japonesa Excalibur

Nota.- El apego a la geometria no se si es natural, pero realmente me resulta mas facil a la
hora de traducir, imaginate que este problema este en japonés y ... lo puedo traducir.

Problema 10
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Sea ABCD un cuadrilatero ciclico, y sea E la interseccién de AD y BC. Sea M la intersec-
cién de BD con las lineas que pasan por E paralela AC. Desde M, trazar la tangente al
circuncirculo de ABCD tocando el circulo en T. Probar que MT=ME

Fuente: Nanking Math Competition -1957-Recopilado de Mathematical Excalibur.

Solucion
Desde que ME y AC son paralelas, tene- | tes. Entonces MB.MD = MEZ. Por el teo-
mos que £4ZMEB = /ACB= <LADB=
/ MDE. También /BME= /EMD. Luego

los triangulos BME y EMD son semejan-

rema de interseccidon de cuerdas, tam-
bién: MTZ= MB.MD. En consecuencia: MT
= ME.

Comentario: Para convertir este problema de tal forma de hallar un resultado podria ser dando
como dato, MT y se pida hallar ME. Por otro lado como variante irrelevante podriamos dar uno
de los angulos MEB, ACB, o cualquier otro con un dato conocido, digamos 30 6 60°. Esto evita
la demostracién, y lo convierte en “evaluable” si cabe el término para ponerlo a chicos secunda-
rios de 14 6 15 afios.

Solucién: Cheung Yun Kuen Chinese Club Women ’s, traduccién y comentarios de Aldo Gil

Y hemos llegado a un mdltiplo de 13 (primo), con mucho entusiasmo y las pilas bien puestas.
Seguiremos hasta que el tiempo, o ustedes (lo que suceda primero), lo permitan.

Ayer cruce en la combi con un amigo (lo es ahora y recién lo conoci), cuando me vio balbu-
ceando (en pleno trance de traduccién) uno de los problemas en ingles, muy timido y pidiendo
disculpas, me pregunto si era profesor o algo asi, y vinimos charlando todo el trayecto, le gusto
el asunto y ya esta embarcado en la recepcion de nuestros folletos.

Siempre alguien tiene deseos de aprender.... No?

Aldo Gil C.
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