Olimpiadas Inlernarionales

Problemas Resueltos N° 14

2006

Problema 1

Les agradeceré me ayuden a resolver este problema (la verdad yo lo resolvi pero la

respuesta no esta en la clave; me sale 130 litros). El enunciado es asi:

Se tiene un recipiente lleno de vino, se saca el 30% de lo que no se saca, luego se

vuelve a sacar el 25% de lo que no se saca y al final se devuelve tanto lo que como no

se devuelve. Calcule el volumen de dicho recipiente, si al final no se devolvié 10 litros

Solucion

Veamos paso a paso el problema:

Se tiene un recipiente lleno de vino, se
saca el 30% de lo que no se saca

El recipiente y, contiene una cantidad x
mas el 30% de x que es lo que se va a
sacar, y=x+0,3x

Luego se vuelve a sacar el 25% de lo que
no se saca

lo que queda en el recipiente x, equivale
a z mas el 25% de z: x=z+0,25z

Al final se devuelve tanto como no se de-

vuelve, 10 litros

De lo que hemos sacado 0,3x y 0,25z, se
devuelve la mitad que son 10.

0,3x+0,25z _
2

Resolviendo el sistema de ecuaciones se

10

obtiene:
x=40
z=32
y=52

Espero que haya quedado claro

Solucién: Resuelto por F° Javier Palencia-Dpto. Matematica Aplicada-UCM

Problema 2

En el plano nos dan una recta r y tres circunferencias tangentes a r y externamente

tangentes entre si (cada una tangente a las otras dos). Probar que el triangulo formado

por los centros de las circunferencias es obtuso.

Fuente: propuesto por Diana Barredo en Matracas Junio 2006

Solucién
Sean rj, rp, r3 los radios de las circunfe-
rencias con ry<rz<rs.

Como todas son tangentes entre si, te-

nemos que se forma un tridngulo de la-

dos rp+r3, rx+ri, ri+rz donde el lado

mayor es ry+r3. Hay que ver que el an-

gulo opuesto a este lado mayor es obtuso
(a mayor lado se opone mayor angulo) y
de esta forma el tridngulo obtenido sera

obtusangulo.
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Llamemos C al vértice opuesto al lado
rp+r3. Aplicamos el Teorema del Coseno
acC: (r2+r3)2=(r2+r1)2+(r1+r3)2—
2(r2+ry).(r1+r3)cos C

Despejando:

(h+r ) +(r+r ) —(r,+r)
2(r,+n)(r +13)
y operando en esta expresion llegamos a

cosC =

r(h+n+r)-—r.r

; divi-
r(r+r+r)+n.r

que: cosC =

Solucién: Mariola Martinez

dimos por (ri+r>+r3) y nos queda:

r—(r.r /(;+r,+r)

. Razo-
r+nr/(h+n+1)

cosC =

nando sobre el numerador lo que nos
queda es algo negativo entre algo positi-
vo, entonces cos C es negativo. Luego el

angulo en C es > 90°.

Epa!!!l Que nuestro amigo Ignacio, encontré un razonamiento algo inusual (en la solu-

cién de Mariola), y comenté la siguiente solucidon, muy interesante:

No veo como razonas que el numerador
es negativo ... Yo hallaria r; en funcion
derayr3:(ra- r1)2 +x° = (r2 + F1)2
(r3-r)° +y° = (r3 + 1)’

(x + y)? + (r3 - r2)° = (r3 + rz)°donde x
es la distancia entre las proyecciones de
los centros de las circunferencias de ra-
dios ro y r1, e y es la distancia entre las
proyecciones de los centros de las circun-
ferencias de radios r; y r3, siempre sobre

la recta r. De las dos primeras,
2 2

X = DY =
Nie ' Niee

la tercera y despejando

. Sustituyendo en

2

ry, ;= %+\/E
2

(de otra forma:

1 1 1
—=—+——). Con esto obtenemos
NN N

2 2 2
(r2+r1)” + (r1+r3)” -(r2+r3)” = 2(r2
+r1(r2+r3) - rz.r3
_2(r, + ry)[hoy + 36,0

<0, por lo que

(2.@+r2 +r,)?
se trata de un tridngulo obtusangulo, que
se aproxima a uno rectangulo cuando r;
0 r3 tienden a 0 ¢ a infinito. No se si pue-

de hacerse de forma mas simple, pero no

la veo ...

Solucién: Ignacio Larrosa Cafiestro A Corufia (Espafia)
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Problema 3

Encontrar el minimo valor de n natural para que se verifique que cada uno de los tér-

minos de esta progresion sean enteros consecutivos.

{n+x/ﬁ} , {n+1+n+1}, {n+2+<n+2}, ..., { n+a+~n+a} con a natural {x}

significa Parte entera de x.
Fuente: Propuesto por Patto Wed, 7 Jun 2006

Solucién

Si queremos que los a términos de la su-
cesion sean enteros consecutivos, n+k no
puede ser un cuadrado perfecto, con k
recorriendo los naturales de 1 hasta a.
Veamos por qué:

Supongamos que n+kg=m2, siendo m
natural. Entonces, el término k0-ésimo de

la sucesion seria {n + kgp- 1 + R(n + ko-
1)} = n+ko-1+m-1 = n+ko+m-2, y el
siguiente seria {n + ko+ R(n + kp)} = n
+ ko+ m, que no son consecutivos. Por lo

tanto, el Unico cuadrado perfecto que
puede haber en la sucesion es el primer
término.

Solucién: Alberto Castafio Dominguez

Si a=2j+1, el menor n a escoger es jz. El
siguiente cuadrado perfecto es (j+1)2, y
(j+1)2-j2=a, por lo que cualquier n<j2
provocard que en la sucesién haya un

cuadrado.

Si a=2j, el menor n a escoger es también
]2. El siguiente cuadrado perfecto esta
a+1 nameros después, luego no se alcan-
za en la sucesion de los n+k, y si coge-
mos un n menor, en algin momento de la
sucesidon (igual que antes) también nos

toparemos con un cuadrado. En conclu-

Ly a.z
sién, n={=3}".
{2}

Problema 4

Se tiene una caja de forma de paralelepipedo rectangular, si el largo es el doble del

ancho y la suma de las tres dimensiones es igual a 14. Calcular la altura para que la

superficie total tenga area maxima.

Fuente: Olimpo Matematico: Concurso de becas N° 2-Lima Pert’ - Problema 6- Recopilado por

Aldo Gil

Solucién

Sea: x= ancho = 2x=largo = altura=14-3x

El area total es la suma de las areas de sus seis caras:
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Area ToraL = 2. ( 2X° + 2x.(14 — 3x) + x(14 — 3x)) = 2.( 42x — 7x°)

El area es una funcion cuadratica de “x”, que alcanza su maximo en el mismo valor que
el polinomio de segundo grado ax’ + bx + ¢ = —=7x° + 42. Como el coeficiente de ma-
yor grado es negativo (a=—7 < 0 ), su represtacion grafica es una parabola con sus
ramas hacia abajo y que alcanza el maximo en su vértice:

Por lo tanto, el maximo se alcanza en x = —% = _4T24 = 3. La altura del paralelepi-

pedo de area maxima es: altura= 14-3x=5

Solucién: Diana Barredo - Espafa - Ciudad de Ledn

Problema 5

Encontré este problema y me gustaria saber si se puede solucionar de alguna manera
mas elegante que por geometria analitica:

En el tridangulo ABC, el lado BC es el doble que el AB, y el angulo en A es el triple que el
angulo en C. ¢Cual es el angulo en C?

Fuente: Propuesto por Daniel Ricardo Suarez

Solucién

Basta con aplicar el Teorema del Seno: Por tanto, queda:

a_ _ b __cC sen C.(3 - 4 senZC) = 2sen C =1
senA senB senC 1

2c c =4sen2C =sen C =+—. Pero como C es
— - = sen3C = 2.senC. 2

sen3C ~ senC ,
un angulo menor que 1809, solo nos vale

Pero: sen 3C = sen (C + 2C) = sen C. cos 1
2C sen C = > Esto ocurre para C = 30°y C

+ C. 2C A
cos & sen = 1509, pero como 3C también tiene que

2 2 2
= sen C.(cos"C - sen"C) + 2sen C.cos” C | ger menor que 1800, solo nos queda C =
= sen C.(3cos’C-sen’C) = sen C .(3- | 309, A = 3C = 90° y B = 60°. Es decir,

4.sen2C) un cartabon.

Solucién: Ignacio Larrosa Cafiestro

Problema 6

Calcular AP si PD=13, PB=5, PC=12 de la figura y ABCD es un rectangulo.

Fuente: Olimpo Matemadatico: Concurso de becas N° 2-Lima Pert -Problema 5- Recopilado por
Aldo Gil
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Solucion:

Al ser ABCD un rectangulo, sus cuatro angulos son

, rectosy las diagonales se cortan en su punto me-

P s dio, siendo éste el centro del rectangulo, que de-

S c notaré por O.

4 Consideremos un sistema de referencia ortonor-

A mal tridimensional centrado en O, centro del rec-

tangulo, con ejes OX y OY paralelos, respectiva-

mente, a los segmentos AD y AB. Podemos asociar las siguientes coordenadas en el

sistema de referencia elegido:

0 =(0,00)A=(-a,—-b0)B=(-ab,0) - Por hipotesis,

C = (a,b,0) D(a,-b,0)

Sea un punto: P =(x, y, 2)

PD = 13, = PA® = 169 + 4ax

- Restando a la tercera la segunda:

ax = % Por lo tanto:

Por hipotesis:
1. PD=13, & (x—a)’+(y+b)°+z = 169

2 2. .2
. PB= — = 557
2. PB=5 < (x+a) +(y—b) +z 25 PA2=169_1i9:5i7;y PA = o

3. PC=12 & (x—-a)’+(y—-b)’+z %=144.
Nota: El punto P podria haber sido cual-

Como: : .
quiera del espacio, puesto que no se ha
PA2=(x+a)2+(y+b)2+22 y PD2=

2

utilizado la hipotesis de que pertenezca a
(x-a)f+(y+bP+z
Se observa que: PA% — PD? = 4ax < pAZ la circunferencia circunscrita al rectangulo
ABCD.

la superficie lateral de un cilindro de base

= PD? + 4ax

Solucién: Diana Barredo - Espafa - Ciudad de Ledn

Problema 7
Si x<y<z, resolver:

2x 2y 2z

. =2z
1-x? y1—y2 1-22

Fuente: Propuesto por Kenneth Corbin, New York

Solucién
Tiene una solucién encantadoramente artificiosa, usando funciones trigonométricas,

cuando lo usual es al revés.
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Sea x= tan a, para algin a € [_%’%j . Entones el sistema de ecuaciones queda asi:
2tan 2tan2 2tan4
ta f =tan2a, z = ta Za =tanda, x = ta Za =tan8a
1-tan 1-tan® 2 1-tan 4

Entonces: tan 8a=x=tan a

nr ,
= 8a=a+nnr para un entero n. = a=7para un entero n; esto, a su vez, para algun

2zn 2zn ) Vid V4
entero n, y =tan - y z =tan — ] En consecuencia: 5 <a< > n esta res-

tringido al conjunto (-3,-2,-1,0,1,2,3). Es facil verificar que n=-3, hace x<y<z. Por
consiguiente, la Unica solucion es:
3z 3z 6r T 127z 2
x =tan(-—)=-tan(=-),y =tan(-—=) =tan(=), z = tan(-—==) = tan(=-) .
(7) (7)y (7) (7) (7) (7)

Solucién: Por el autor ... del problema digo, y traducida por Aldo Gil
Aqui ya vienen unos de Olimpiadas Brasileras, lo que pasa es que encontré la revista en
uno de mis cajones, y me di a traducir todo lo que pude (aun queda algo de material

traducido), y la verdad los vi bastante bonitos.... Ahi van

Problema 8

Joao comprd un libro que tenia 200 paginas. Su hermano menor arrancé 25 hojas y
sumé los numeros de las 50 paginas. Explique porque el resultado de esta suma no
puede ser igual a 1998.

Observacion: cada hoja tiene dos paginas. La primera hoja tiene las paginas 1y 2, y
asi sucesivamente.

Fuente: XX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA-Segunda Fase - Nivel 1-Problema 1

Solucién

Como cada hoja contiene dos paginas tales que la suma de sus respectivos nimeros es
impar, si agregamos las 25 hojas, siempre la suma sera impar, por lo tanto la suma no
podra ser nunca igual a 1998.

Solucién: Revista Eureka N° 4-Traducido por Aldo Gil

Problema 9
Una recta que pasa por los puntos medios de los lados opuestos de un cuadrilatero
convexo forma angulos iguales con ambas diagonales. Mostrar que las diagonales tie-

nen la misma longitud.
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Fuente: XX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA-Segunda Fase - Nivel 3-Problema 3

Solucion

Sea ABCD el cuadrilatero, M,N,P y Q los
puntos medios de los lados AB, BC, CD y
DA, respectivamente. MN y PQ son para-
lelos a la diagonal AC y miden la mitad de
su longitud, mientras que NP y QM son
paralelos a la diagonal BD y también mi-
den la mitad de su longitud. Asimismo,
MNPQ es un paralelogramo. Las condicio-

nes del problema dicen que la recta que

pasa por los puntos medios de los lados
opuestos de ABCD (digamos

MP sin pérdida de generalidad) forman
angulos iguales con AC y BD , por lo tan-
to como PQ y NP , donde MP es bisectriz
de ZNPQ . Luego MNPQ debe ser un
rombo, donde MN = NP , es por lo tanto
AC = BD (pues MN = AC/ 2y NP = BD /
2 ).

Solucién: Revista Eureka N° 4-Traducido por Aldo Gil

Problema 10

En un tridngulo ABC, D es punto medio de AB y E es un punto de BC tal que BE =2 /£

EC. Dado que los angulos ZADCy Z BAE son iguales, hallar el angulo £ BAC .
Fuente: XX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA-Tercera Fase - Nivel 2-Problema 2

Solucién:

Llamamos P al punto medio de BE. En consecuencia BP = PE = EC = X, y BD = DA = y.

B
X
y P
........................... X

Dk

o w \

X
y N :
A 90°— o > |
co ,
0 1,
oW~ 2 /

Sea O la interseccién de AE con DC. El
triangulo DOA es isdsceles, por lo tanto AO
= DO. (Llamaremos AO como W). El seg-
mento DP es la base media del tridngulo
ABE, pues D es punto medio de ABy P es
punto medio de BE , entonces DP // AE.

Consecuentemente los tridngulos OCE vy

DCP son semejantes, en una razon de 1/2.

= CO+W =D, W = CO.

Llamamos al angulo £ OAD como a, ZADO, también serd «,y £ OAC, sera 2a, pues

es externo al triangulo DOA. Como AO= W'y OC = W el tridngulo ADC es isdsceles y el
angulo de la base es 90° - « . El &ngulo BAC = a + 90° - «, BAC = 90°.

Solucién: Revista Eureka N° 4- por Daniel Pinheiro Sobreira -Traducido por Aldo Gil
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CORRETELA

Al estilo de las grandes revistas, pondremos a tono nuestra revistita (nuestra porque es
de todos, yo solo las escribo), y pondremos una seccion que llamaremos correcciéon o
algo asi, caray todas la tienen y sabes que me da gusto haber encontrado este ligero
error, pues creo la da cachet a la revista.

Alberto Castafio Dominguez wrote (medio huachafona la frase)

Hola Aldo, équé tal? Soy Alberto, de la lista de Matracas.

El otro dia estuve revisando el correo y vi el que mandé a matracas como respuesta de los pro-
blemas que planteaste del numero 8, Problema 4, de tus boletines. El caso es que en mi solu-
cién del polinomio, hay un error, que al menos, no afecta nada en la solucién al problema. En
ella, afirmo que como f es un polinomio, tiene un punto fijo, cosa que claramente no es cierta,
por ejemplo, con f(x)=x2+1. Ese pdrrafo deberia decir que de existir un punto fijo, también
seria solucion de la ecuacién, por el mismo motivo que argumento. Entonces, el paso siguiente
es comprobar que hemos tenido suerte (porque no tendria por qué haberlo). A partir de ahi, la
demostracidn es idéntica. Lo dicho. Espero que no te cause muchos problemas. Un saludo.
Oiga: si algo tiene nuestro idioma es que le podemos inventar las palabras que nos de
la gana, asi que ... se queda con Corretela

Echo shi espero que cuando encuentren algun error, ya sea de tipeo o conceptual, estan en la
obligacion moral de hacerlo notar, no sea que algun amigo arrastre el error y deje nuestra re-
vistita como zapatilla cuando nombren la procedencia. Ok?.

Hasta la proxima...

Aldo Gil Criséstomo

Lima-Pert
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