Olinyriadas Internarionales
Problemas Resueltos N°© 13 2006

Iniciamos el nimero 13 de nuestros fasciculos, con la satisfaccion de los saludos de los amigos
y amigas que nos felicitan y nos dicen que los estan utilizando en sus escuelas, j pero si para
eso es!!l.

La verdad muy satisfecho, gracias por sus aportes, y bueno esperamos mas.

Aqui he incluido unos problemitas de la revista Eureka Brasilera, alguno de Olimpiadas de Bra-
sil, y otras soluciones de las pruebas de Exdmenes becarios propuestos desde Lima, resueltos
por nuestra amiga Diana Barredo desde Espafa.

Joder que ya esta medio internacional nuestra revistita eh??

Sin mas floro empezamos nuestra sesion

Problema 1

Escriba 1998 como la suma de (un nimero arbitrario de) partes de modo que el pro-
ducto de las partes sea lo mayor posible.

Fuente: Eureka Revista N° 2 - Problema Propuesto N° 4

SOLUCION

Observe inicialmente que, dado n € N,

n
Sin (n > 4) es par, tenemos —-— > n
2

NS

. L. n-1 n+1
Sin (n > 3) é impar, tenemos( )( j> n
2 2

Sea 1998 =n3+nx+nz+..ngk YyP=n1-n2-n3-..ng
Con las observaciones (1) y (1) debemos tener nj € {1, 2, 3, 4} ycomo 4 = 2 - 2 po-
demos sustituir 4 por "2 + 2" y tenemos n; € {1, 2, 3}; luego P = 1%. 2ﬂ . 36. Es evi-

dente que o = O; pues si ¢ = 1, "1 + 2" puede ser sustituido por un 3y "1 + 3" puede

ser sustituido por "2 + 2". También pg<2, pues "2 + 2 + 2" puede ser sustituido por
"3 43" (3.-3>2.2-2)yenconsecuencia P =2”.3%con (8 =162 ). Como 1998 =

3.666+0, P=3%luego S= 3+3+3+...+3
- - - =

666vezes

Solucién: Eureka Revista N© 2 — Traducido y adaptado por Aldo Gil

Problema 2

Determinar los valores de x (todos) de tal forma que A sea un nimero real, si:

AiJ«/xz—8x+15—x/x+7

X2+ x+4—Ax+1
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Fuente: Propuesto por Moisito-Foro 100cia.

Solucién

Consideremos el cuadrado de la expresion anterior, y lo racionalizamos:

A2 :«/x2—8x+157«/x+7 :(«/xz —8x+15—«/x+7)-(«/x2+x+4+«/x+1)
IxZ +x+4-/x+1 (x/x2+x+4—«/x+l)-(«/x2+x+4+Jx+l)

La condicién necesaria y suficiente para que A sea real es que su cuadrado sea un nu-

mero real NO negativo. Luego estudiaremos para qué valores de X ‘R se verifican las

dos condiciones: A?>0 y A’real.

A2 :(«/x278x+157«/x+7)-(«/x2+x+4+«/x+1)
x? +3

El denominador es siempre real y positivo (para cualquier valor de x), luego vamos a

estudiar cuando el numerador es real y no negativo (positivo o nulo).

a) Para que sea real (\/m—\/m)(\/m+M) es condicién necesa-
ria y suficiente que todos los radicandos sean nimeros reales NO negativos:
(x=5)(x-3)>0 < x<3 0 x=5
X+7)20 & x>-7
x+) 20 & x>-1

(X2 +x+4)>0 VxeR

(J(x—5)(x—3)—«/x+7)~(\/x2+x+4+\/E.)eiR & -1<x<3 6 x25
b) Para que (J(x—5)(x—3)—Jx+7)~(\/x2+x+4+x/x+1)20

Supuesto que todos los operados son reales, como es un producto de dos factores,

uno de los cuales (el segundo) es siempre estrictamente positivo, la condiciéon ante-

rior es equivalente a:
JKHH=8) - Vx+T 20
JX=5)(x-3) ~Vx+720 & Jx-5)(x-3) 2x+7 & (x-5)(x-3)2x+7 &
o x2-9x+8>0 & (x-1)-(x-8)>0 < x<1o0 x>8
La interseccién de los conjuntos obtenidos en a) y b), son todos los valores de x para

los que el valor de la expresién A, es un nimero real.

{1<x<3 6 x25}n{x<16 x>8 = {~1<x<ijuix>8}
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Solucién: Galvanert

Problema 3

Sea ABC un tridngulo, M pie de la bisectriz interna del angulo A y N pie de la bisectriz
interna del angulo B. Suponga que MN sea bisectriz del &ngulo AMC. Calcule el angulo
A.

Fuente: Olimpiada Brasileira de Matematica Problemas de treinamento para a terceira fase 1997-N° 5

Solucién
Por el teorema de las bisectrices, AN _ ¢ ac
NC a senA a p+c BM sen(A/2) y
senB - b T obe MA - senB '
y BM_¢ _ uc- 3 como MN es bi- b+ o
MC d b+c

por tanto sen (A/2) = sen A = 2 sen
(A/2) cos (A/2) =

sectriz de ZAMC debemos tener

MA AN c

_AN _ ¢ donde pma-_PC (pues
MC CN a b+c cos ﬁzijﬁzng:ﬁ_
ab ) 2) 2 2 3 3
MC = por la ley de senos aplicada a
b+1

los triangulos ABC y ABM tenemos:

Solucion: Eureka Revista N© 3 — Traducido y adaptado por Aldo Gil

Problema 4

Sean tres puntos A, B y C pertenecientes a una circunferencia de centro O tales que
Z/AOB < Z/BOC . Sea D punto medio del arco AC que contiene el punto B. Sea K el pie
de la perpendicular a BC por D. Probar que AB + BK = KC.

Fuente: Olimpiada Brasileira de Matematica Problemas de treinamento para a terceira fase 1997-N° 1

Solucion

Sean AB = x, BD = y; marcamos D' tal que D'C = y. Entonces
D'D = x por ser D punto medio de AC y resulta DD' // BC. Si
K' es el pie de la perpendicular a BC por D', entonces tene-
mos:

AB = DD'=KK' e BK =K'C

AB + BK = KK'+ K'C = KC.

Soluciéon: Eureka Revista N© 3 — Traducido y adaptado por Aldo Gil
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Problema 5

senx - seny
(1+cosx)(1+cosy)

Si: sen(x +y) = senx + seny , calcular:

Fuente: Olimpo Matematico: Concurso de becas N° 1-Lima Pert — Problema 7- Recopilado por

Aldo Gil

Solucioén:

sen(xX +y)=senx + seny < sSenx-Ccosy + COSX -Seny = senx + seny <

< senx - (cosy — 1) =seny - (1 - cosX) <|sen x = _Hﬂ.seny
1-cosy
Y, sustituyendo en la expresiéon dada:
1-cosx 5 1-cosx 2
- ——-sen ———(1-cos
senx-seny  _ 1-cosy Y _ _1-cosy ( ¥) __(1-cosx)-(1+cosy) _ an® ’
(1+cosx)(1+cosy) (1+cosx)(1+cosy) (1+cosx)(1+cosy) (1+ cosx) -(1+cosy)

Solucion: Diana Barredo — Espafia — Ciudad de Ledn

Problema 6

Dos cafios pueden llenar un estanque de 24 litros en 5 y 6 horas, cada uno funcionando
individualmente, mientras que un desagle podria vaciar el estanque en 100 horas. Si
se abren las tres llaves y se cierran apenas se llena el estanque. Calcular la cantidad de
litros de agua que se fueron por el desague.

Fuente: Olimpo Matematico: Concurso de becas N° 2-Lima Pert — Problema 2- Recopilado por

Aldo Gil

Solucién:

- El primer cafio, él s6lo, llena el estanque en 5 horas luego, dicho cafio, echa agua a
razén de 4,8 litros por hora.

- El segundo cafio, él sélo, llena el estanque en 6 horas luego, dicho cafio, echa agua
a razoén de 4 litros por hora.

- El desague vacia los 24 litros del estanque 100 horas luego, por el desagie, se pier-
de agua a razoén de 0,24 litros por hora.

a) Vamos a calcular en cuanto tiempo se llena el estanque estando abiertos los dos
cafos y el desagie simultaneamente.
Segun lo anterior, desde que se abren los dos cafios y el desagie, en una hora el

estanque acumula 4,8 litros (del cafio 1) mas 4 litros (del cafio 2) menos 0,24 litros
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(que se perdieron por el desague). Es decir, el estanque se llena a razén de 8,56 li-
tros por hora.
Si llamamos “x” al niUmero de horas que tardariamos en llenar el estanque (24 li-

tros)

- 24 2400 300 (Aproximadamente 2 horas, 48 minutos, 13 segundos)
8,56 856 107

b) Vamos a calcular cuanto agua se ha perdido por el desagtie en el tiempo que se ha
tardado en llenar el estanque.
Como el desagile ha perdido a razén de 0,24 litros por hora, y el estanque ha tarda-

do en llenarse 300/107 horas, en total se ha perdido:

0,24‘@ -2 0,673 litros (aproximadamente 673 cm?®)
107 107

Soluciéon: Diana Barredo — Esparfia — Ciudad de Ledn

Problema 7

Encontrar los valores m tal que el sistema:
Sx 3y = x
I+ Bly ) = mx

tenga soluciones racionales para x e y.

Solucion:

Si s6lo se exige que el sistema tenga alguna solucion racional en xey, entonces el
problema es trivial pues, sea cual sea el valor de m el sistema tiene una solucién racio-
nal, a saber, x=y=0.

Luego, vamos a resolverlo exigiendo que todas las soluciones del sistema sean raciona-
les en x e y. Ademas, podemos suponer que X =0 pues en caso contrario la solucién
es x=y=0 que es racional.

- Despejamos 3fy en la primera ecuacion: 3y = x — /X .ooeoeeee. (1)

- Sustituimos en la segunda y operamos: x./x +(x _&)z =mx < X2 -xJ/X+X=mx
Como hemos supuesto X # 0, podemos dividir ambos miembros entre x

X=x+1=m o Jx=x+@-m) < x2+@-2m)x+(1-m)>’=0....... an

La condicién para que las soluciones de esa ecuacién de segundo grado sean racionales

es: meQ y, ademas, el discriminante sea el cuadrado de un nimero racional.
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(1-2m)®> -4(1-m)®>=t?, teQ < 4m-3=t"2, teQ
t?+3
4

La condicion buscada es: =

L EQ e i

a) Para estos valores de m, obviamente, la solucion es racional en x pues dichos
valores se ha buscado para que eso ocurra.

b) A la vista de la ecuacion (1), la condicidn necesaria y suficiente para que la solucién
sea racional en y es que la solucién en x sea un cuadrado perfecto.

Resolviendo la ecuacion (11), para los valores de m buscados (l11), se tiene:

o @m-Dt_ (tx1)
N 2 L2

Con lo que, efectivamente, el sistema tiene todas sus soluciones racionales en x e vy,

para los valores de m:

Problema 8

El promedio aritmético de “n” nimeros es 3n/2. Si se aumenta a dichos nimeros:
1,2,...,n, respectivamente (del primero al n-ésimo). (Cual es el promedio de los nime-
ros resultantes?

Fuente: Olimpo Matematico: Concurso de becas N° 2-Lima Peru — Problema 1- Recopilado por
Aldo Gil

Sean {a; }i:1,2,...n los “n” ndmeros dados.
Por hipotesis, su promedio aritmético es Seantb,} ,, ,.conbi=ai+i vi=1.2..n
3/ luego: 1.5, _3n
A n ;ai ) El promedio pedido sera:
n n n n
1 $p ol Syt fa sl g3, 1D ani1
n = n = n = n = 2 n 2 2

Soluciéon: Diana Barredo — Espafia — Ciudad de Le6n

Problema 9

Sea el polinomio completo y ordenado en x e y no homogéneo, cuyos coeficientes son:
- Del primer término 30 (el de menor grado)

- Del segundo término 27.

- Del tercer término 24, y asi sucesivamente.
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Hallar el grado del polinomio.
Fuente: Olimpo Matematico: Concurso de becas N° 2-Lima Per( — Problema 3- Recopilado por
Aldo Gil

Solucion:
Los coeficientes que nos dan por hipétesis son los términos de una progresion aritméti-
ca, de primer término 30 y diferencia -3.
30,27,24,21,....

Como el polinomio nos dicen que es completo, ninguno de sus coeficientes puede ser
nulo, luego, el numero de coeficientes de dicho polinomio coincide con el niumero de
términos positivos de esa progresion.
Término general: a, =30 -3(n-1)

a,>0 < 30-3(n-1)>0 < 3n<33 < n<l1ll < n<10
Luego, nuestro polinomio tiene exactamente 10 términos (10 coeficientes).

Un polinomio de grado “p” en dos indeterminadas, X e Y, tiene la siguiente forma:
Pk )
P(x,y) =2 > ax'y"”
k=0 i=0
Como nuestro polinomio es completo (a, 20 Vi=0,1,..k vk=0,1,...,p), para conseguir

un grado “p”, necesitamos exactamente:

1-% (k+1) = Mz(pm Coeficientes
k=0

M'D
M=

k=0i

I
o

Como so6lo disponemos de 10:

(P+2)-(p+1)

> =10 < p?’+3p-18=0 < (p-3)-(p+6)=0 = p=3

Luego, el grado tiene que ser 3.

Solucion: Diana Barredo — Espafia — Ciudad de Leén

Problema 10

Sobre la circunferencia de un circulo se marcan 100 puntos y se trazan todos los seg-
mentos entre pares de puntos (cuerdas). (Cuantos puntos de interseccion se forman
dentro del circulo, suponiendo que los puntos estan en "posicidon general” (no hay inter-
secciones triples)?

Fuente: Centro de Investigacion en Matematicas-Noviembre de 1997-Problema 3

Solucién
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Si consideramos que dados cuatro puntos cualesquiera en el circulo, podemos siempre
trazar dos cuerdas (exactamente) de manera que generan una interseccién, entonces
el namero total de intersecciones estd dado por el nimero de subconjuntos de tamafio
cuatro que podemos formar con los 100 puntos; es decir, el nUmero de intersecciones

100

( ) =3921225.
esta dado por 4

Solucion: Salvador Gutiérrez

Bien amigos, llegamos al final de otro de nuestros numeritos, se me quedan en el tintero, una
aclaracién de un problema aparecido en el nimero 8, y una acotacion por el nimero anterior.
Esto del campeonato Mundial, me tiene loco, y pues soy uno mas de los débiles que nos apa-
sionamos con este deporte, y caray una vez cada cuatro afios no hace dafio.

Por eso estoy medio flojon, ya cuando acabe el Mundial me empilo de nuevo.

Hasta la préoxima

Aldo Gil Criséstomo

PD.- Sin molestarse pero mi pronéstico es Brasil Campedn
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